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�åñßëçøçÌå �á ìåãÝèç �ùí ïëïêëçñùìÝíùí íá îåðåñíïýí ðëÝïí �éò 100.000.000 ðýëåò,ç åðï÷Þ �çò ÷åéñùíáê�éêÞò êá�áóêåõÞò óõíäõáó�éêþí êõêëùìÜ�ùí öáí�Üæåé ìá-êñõíü ðáñåëèüí. Ôç èÝóç �çò Ý÷åé ðÜñåé ç áõ�ïìá�ïðïéçìÝíç óýíèåóç êõêëùìÜ�ùíáðü áöáéñå�éêÝò ðåñéãñáöÝò óå êá�Üëëçëåò ãëþóóåò ðñïãñáììá�éóìïý, êá�Ü �çíïðïßá Ýíá éäéáß�åñá ðïëýðëïêï óýó�çìá ëïãéóìéêïý áíáëýåé �çí ðáñå÷üìåíç áðü�ï ó÷åäéáó�Þ ðåñéãñáöÞ �ïõ êõêëþìá�ïò êáé åîÜãåé áðü áõ�Þ áñêå�Þ ðëçñïöïñßá,þó�å íá êáèßó�á�áé äõíá�Þ ç õëïðïßçóç åíüò ëåé�ïõñãéêÜ éóïäýíáìïõ êõêëþìá�ïòóå öõóéêü åðßðåäï.�áñáäïóéáêÜ, ïé ìå�áó÷çìá�éóìïß ðïõ åöáñìüæåé Ýíáò ìå�áãëù��éó�Þò õëéêïý÷ùñßæïí�áé óå âåë�éó�ïðïéÞóåéò ïé ïðïßåò åßíáé áíåîÜñ�ç�åò �çò �å÷íïëïãßáò óýíèå-óçò �ïõ ïëïêëçñùìÝíïõ êáé óå åêåßíåò ïé ïðïßåò åîå�Üæïõí �éò éäéáé�åñü�ç�åò �çòêá�Ü ðåñßð�ùóç �å÷íïëïãßáò.Ó�çí ðáñïýóá äéá�ñéâÞ áó÷ïëïýìáó�å ìå �ç âåë�éó�ïðïßçóç óõíäõáó�éêþí êõ-êëùìÜ�ùí óå ðáñáó�Üóåéò �çò ìïñöÞò XOR áèñïßóìá�ïò êýâùí (Ex
lusive{Or SumOf Produ
ts, ESOPs.) �áñïõóéÜæïõìå �á óõãêñé�éêÜ ðëåïíåê�Þìá�á �ùí ESOPåêöñÜóåùí óå ó÷Ýóç ìå �éò êáèéåñùìÝíåò åêöñÜóåéò OR áèñïßóìá�ïò êýâùí (Sum ofProdu
ts, SOPs.) Ôá ìåãÝèç �ùí ESOP åêöñÜóåùí åßíáé êá�Ü ìÝóï üñï ìéêñü�åñá�ùí áí�ßó�ïé÷ùí SOP, ãåãïíüò ðïõ êÜíåé �ç ìåëÝ�ç �ïõò åîáéñå�éêÜ åíäéáöÝñïõóá.Ï êïñìüò �çò äéá�ñéâÞò åßíáé Ýíáò ðñù�ü�õðïò èåùñç�éêüò öïñìáëéóìüò ãéá �çíáêñéâÞ åëá÷éó�ïðïßçóç ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïëëáðëþí åîüäùí óå ðáñáó�ÜóåéòESOP. Åßíáé äå ï ðñþ�ïò ï ïðïßïò åí�ïðßæåé üëåò �éò äõíá�Ýò ESOP åêöñÜóåéò äï-óìÝíçò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò. ÂáóéóìÝíïé ó�ç èåùñç�éêÞ ìåëÝ�ç, ðñï�åßíïõìå ìßáóåéñÜ áðü áëãüñéèìïõò ãéá �çí áêñéâÞ êáé åõñéó�éêÞ åëá÷éó�ïðïßçóç ëïãéêþí óõ-íáñ�Þóåùí óå åêöñÜóåéò ESOP.ÔÝëïò, ìå �ç âïÞèåéá ðåéñáìá�éêþí äåäïìÝíùí âáóéóìÝíùí óå �õ÷áßåò óõíáñ-�Þóåéò êáèþò êáé óõíáñ�Þóåéò áðü �ç âéâëéïãñáößá, áíáëýïõìå �çí áðüäïóç �ùíðñï�åéíüìåíùí áëãüñéèìùí. Ôüóï ïé áêñéâïß üóï êáé ïé åõñéó�éêïß ðñï�åéíüìåíïéáëãüñéèìïé ðáñÜãïõí óáöþò áíþ�åñá áðï�åëÝóìá�á óå óýãêñéóç ìå �ïõò ðëÝïíáðïäï�éêïýò áëãüñéèìïõò ïé ïðïßïé Ý÷ïõí ðñï�áèåß ó�ç âéâëéïãñáößá.



Abstra
tWith modern ICs ex
eeding 100,000,000 gates, the era of manual 
onstru
tion of
ombinational 
ir
uits seems a distant past, having been repla
ed by the automati
synthesis from abstra
t 
ir
uit des
riptions, during whi
h a 
omplex software toolanalyzes a 
ir
uit des
ription provided by the designer, extra
ting enough informa-tion su
h that the implementation of a fun
tionally equivalent integrated 
ir
uit isfeasible.Traditionally, the transformations performed by the sili
on 
ompiler are parti-tioned into te
hnology independent optimizations and optimizations that are spe-
i�
 to the parti
ular implementation te
hnology.The fo
us of this thesis is the optimization of 
ombinational 
ir
uits into expres-sions of the form of ex
lusive-or sum of produ
ts, or ESOPs. We present the
omparative gains of ESOP expressions relative to Sums of Produ
ts (SOPs.) Theseparti
ularly signi�
ant gains motivate the study of ESOP expressions.The main 
ontribution of the thesis is a prototypal theoreti
al formulation forthe exa
t minimization of boolean multiple-output fun
tions into ESOP expres-sions. To the best of our knowledge, this is the �rst formulation that fa
ilitatesthe dete
tion of all possible ESOP expressions of a given fun
tion. Based on thisformulation, a number of algorithms for the exa
t and heuristi
 minimization ofboolean fun
tions into ESOPs are presented.Let f(x1; : : : ; xn) be a boolean fun
tion and f0 = f |x1=0; f1 = f |x1=1; f2 =f0 ⊕ f1 its 3 subfun
tions. From a high level viewpoint, the proposed formulationinitially de
omposes f into its 3 subfun
tions, and re
onstru
ts its exa
t ESOPexpressions by examining the ESOP expressions of fun
tions obtained from thesubfun
tions of f .Depending on the number of produ
t terms (
ubes) in an exa
t ESOP expres-sion of f , the fun
tions that need to be examined are either simply the subfun
tionsof f , or fun
tions that are dire
tly obtained from them. Non-exa
t ESOP expres-sions of these fun
tions may be generated as an intermediate step if ne
essary.The formulation is thereafter extended to en
ompass a single variable thata

epts more than 2 values. This extension is performed in order to fa
ilitatethe exa
t minimization of fun
tions with multiple outputs, by utilizing a 
leverredu
tion from multioutput fun
tions to single output, multivalued fun
tions.Another 
ontribution of this thesis is related to the �eld of heuristi
 ESOP min-imization. We adopt the philosphy behind the mainstream heuristi
 minimizers,where an initial non-optimal ESOP expression is iteratively minimized by sele
t-ing a set of 
ubes from the expression and repla
ing them with an equivalent setof 
ubes, until a lo
al minimum is rea
hed. The novelty of our approa
h lies inour 
ube transformation operation, that is based on the exa
t ESOP minimizationformulation.



With the help of experimental results based on random fun
tions and ben
h-mark fun
tions 
olle
ted from the bibliography, we analyze the performan
e of theproposed algorithms. We 
on
lude that both the exa
t and the heuristi
 algorithmsprodu
e expressions that are superior when 
ompared with the state{of{the{art ofESOP minimization, as found from the bibliography.



ÊåöÜëáéï 1
ÅéóáãùãÞ

Imagination is more important than knowledgeAlbert Einstein¸ó�ù ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç n ìå�áâëç�þí f(x1; x2; · · · ; xn). Ó�ü÷ïò �ïõ ðñï-âëÞìá�ïò �çò ESOP åëá÷éó�ïðïßçóçò åßíáé ç êá�áóêåõÞ ëïãéêþí åêöñÜóåùí �çòìïñöÞò F = C1 ⊕ C2 ⊕ · · · ⊕ Cmüðïõ Ci êýâïò �çò óõíÜñ�çóçò f , êáé êýâïò åßíáé �ï ãéíüìåíï ëïãéêþí ìå�áâëç�þíÞ �ùí áñíÞóåþí �ïõò.Ó�çí ðáñïýóá äéá�ñéâÞ áíáð�ýóóå�áé ç áðáñáß�ç�ç èåùñßá êáé êá�áóêåõÜæïí�áéáëãüñéèìïé ãéá �ïí åí�ïðéóìü áêñéâþí åêöñÜóåùí ESOP, üðïõ �ï ðëÞèïò �ùí êýâùím åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï äõíá�ü, êáèþò êáé åõñéó�éêþí åêöñÜóåùí, üðïõ ó�ü÷ïò åßíáé ïåí�ïðéóìüò åêöñÜóåùí ü÷é áðáñáß�ç�á åëÜ÷éó�ùí, áëëÜ óå ó÷å�éêÜ óýí�ïìï ÷ñïíéêüäéÜó�çìá.
1.1 Ç óçìáóßá �ïõ ðñïâëÞìá�ïòÇ áõîáíüìåíç ðïëõðëïêü�ç�á �çò VLSI ó÷åäßáóçò õðïäåéêíýåé �á åñãáëåßá áõ-�ïìá�ïðïßçóçò �çò âåë�éó�ïðïßçóçò ëïãéêþí êõêëùìÜ�ùí ùò ìïíáäéêÞ âéþóéìç åðé-ëïãÞ ãéá �ç åëá÷éó�ïðïßçóç óõíäéáó�éêþí êõêëùìÜ�ùí. ÔÝ�ïéá CAD åñãáëåßá óõ-íÞèùò åëá÷éó�ïðïéïýí boolean óõíáñ�Þóåéò óå áèñïßóìá�á êýâùí (sum-of-produ
ts,SOPs) êýñéùò äéü�é �ï ðñüâëçìá �çò åëá÷éó�ïðïßçóçò óå SOP åêöñÜóåéò Ý÷åé äéåñåõ-íçèåß åê�åíþò ó�ï ðáñåëèüí. Ïé ëéãü�åñï äéáäåäïìÝíåò ESOP åêöñÜóåéò ðáñïëáõ�Ü,êá�Ý÷ïõí êÜðïéåò éäéáß�åñá åëêõó�éêÝò éäéü�ç�åò.�éá ìßá óõíÜñ�çóç n ìå�áâëç�þí, �ï Üíù üñéï ó�ï ðëÞèïò �ùí êýâùí �çò (prod-u
t terms) åßíáé 29·2n−7; n > 6 [Gai02℄ åíþ �ï áí�ßó�ïé÷ï üñéï ãéá SOPs åßíáé 2n−1.ÅðéðëÝïí, ïé XOR ðýëåò, ïé ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé óõ÷íÜ óå áñéèìç�éêÜ êõêëþ-ìá�á, åßíáé åõêïëü�åñá åëÝãîéìåò [MP01℄.



2 ÅéóáãùãÞ
Óõíáñ�Þóåéò SOP ESOPÔõ÷áßåò 2n−1 29 · 2n−7; n > 6Óõììå�ñéêÝò 2n−1 3n=2−1Éóï�éìßáò 2n−1 nÁèñïéó�Ýò 3 · 2n+1 − 4n− 5 2n+1 − 1x1y1 + · · ·+ xnyn n 2n − 1�ßíáêáò 1.1: �ëÞèïò Êýâùí ÏñéóìÝíùí ÊëÜóåùí Óõíáñ�Þóåùí

Ó�ïí �ßíáêá 1.1 äßíå�áé ìßá áíáëõ�éêÞ óýãêñéóç �ùí ìåãåèþí óõãêåêñéìÝíùíêëÜóåùí óõíáñ�Þóåùí [Sas93
℄ ãéá SOP êáé ESOP åêöñÜóåéò.ÌÝ÷ñé óÞìåñá, �ï ðñüâëçìá �çò áêñéâïýò ESOP åëá÷éó�ïðïßçóçò Ý÷åé áí�éìå�ù-ðéó�åß ðñáê�éêÜ ìüíï ãéá óõíáñ�Þóåéò �ï ðïëý Ýîé ìå�áâëç�þí [SP03,Gai02,BDD73,Pap79,Pap81,Sas93b℄, Þ ìå ðåñéïñéóìü ó�ï âÜñïò �çò óõíÜñ�çóçò [SP03,SP04℄. Áñ-êå�Ýò åõñéó�éêÝò ðñïóåããßóåéò Ý÷ïõí ðñï�áèåß [Sas93
,SP96,MP01,SP02℄.Ïé ðåñéóóü�åñïé åðé�õ÷çìÝíïé áëãüñéèìïé åõñéó�éêÞò ESOP åëá÷éó�ïðïßçóçò âá-óßæïí�áé óå êÜðïéï ìç÷áíéóìü åðáíáëçð�éêþí åöáñìïãþí ìå�áó÷çìá�éóìþí êýâùí.Åí�ïðßæå�áé êÜðïéá ìç { âÝë�éó�ç áñ÷éêÞ áíáðáñÜó�áóç êáé Ýðåé�á, Ýíá ðëÞèïò êý-âùí áðü áõ�Þ åðéëÝãå�áé êáé ìå�áó÷çìá�ßæå�áé, óýìöùíá ìå ïñéóìÝíïõò êáíüíåò,ìå ó�ü÷ï �çí åëá÷éó�ïðïßçóç �ïõ ïëéêïý ðëÞèïõò �ùí êýâùí ó�çí áíáðáñÜó�áóç.Ïé áëãüñéèìïé ïé ïðïßïé áíÞêïõí ó�ç óõãêåêñéìÝíç êá�çãïñßá ÷áñáê�çñßæïí�áéáðï: (á) �çí åðéëïãÞ �çò áñ÷éêÞò áíáðáñÜó�áóçò, (â) �ï ìç÷áíéóìü åðéëïãÞò êýâùíðñïò ìå�áó÷çìá�éóìü óå êÜèå åðáíÜëçøç, êáé êõñßùò (ã) �ç ëåé�ïõñãßá ìå�áó÷çìá-�éìïý �ùí åðéëåãìÝíùí êýâùí ç ïðïßá õéïèå�åß�áé.Ç åöáñìïóéìü�ç�á �ùí åêöñÜóåùí ìå ìå�áâëç�Ýò ðïëëáðëþí �éìþí ó�ï ðñá-ê�éêü ðñüâëçìá �çò óýíèåóçò ëïãéêþí êõêëùìÜ�ùí Ý÷åé áíáëõèåß ó�çí [SB90℄. Ïéìå�áâëç�Ýò ðïëëáðëþí �éìþí ìïí�åëïðïéïýí ðëÞñùò �ç óçìáóéïëïãßá �ùí áðïêùäé-êïðïéç�þí åéóüäùí �ùí PLA äïìþí. ÅðéðëÝïí õðÜñ÷åé Üìåóç áí�éó�ïß÷çóç ìå�áîý�ùí óõíáñ�Þóåùí ðïëëþí åîüäùí, äõáäéêþí ìå�áâëç�þí êáé �ùí óõíáñ�Þóåùí ìßáòåîüäïõ, ìå�áâëç�þí ðïëëáðëþí �éìþí.Ó�çí ðáñïýóá äéá�ñéâÞ áíáëýå�áé Ýíáò íÝïò èåùñç�éêüò öïñìáëéóìüò áðü �ïíïðïßï ðñïêýð�ïõí áëãüñéèìïé åëá÷éó�ïðïßçóçò åêöñÜóåùí ESOP ìå ìå�áâëç�Ýòðïëëáðëþí �éìþí (Multiple Value input ESOP, MVESOP), ïé ïðïßïé åí�ïðßæïõíüëåò �éò äõíá�Ýò MVESOP åêöñÜóåéò äïóìÝíçò óõíÜñ�çóçò. Ôï ðïëý ìßá ìå�á-âëç�Þ ðïëëáðëþí �éìþí õéïèå�åß�áé, ç ÷ñçóéìü�ç�á �çò ïðïßáò èá öáíåß óå åðüìåíïêåöÜëáéï. �áñÝ÷å�áé äå ç ðñþ�ç èåùñç�éêÞ ðñïóÝããéóç áðü �çí ïðïßá ðñïêýð�ïõíüëåò ïé äõíá�Ýò åêöñÜóåéò äïóìÝíçò óõíÜñ�çóçò.
1.2 Äéåñåýíçóç ÊëÜóåùíÏé åêöñÜóåéò ESOP áí�éó�ïé÷ïýí ó�ç ãåíéêü�åñç ìïñöÞ äéåðßðåäùí êõêëùìÜ-�ùí �á ïðïßá êÜíïõí ÷ñÞóç �ùí ðõëþí éóïäõíáìßáò. Ôï ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò



1.2 Äéåñåýíçóç ÊëÜóåùí 3
óå ãåíéêÝò åêöñÜóåéò ESOP öáßíå�áé áñêå�Ü ðïëýðëïêï õðïëïãéó�éêÜ åíþ �áõ�ü-÷ñïíá åßíáé ãíùó�ïß áðïäï�éêïß áëãüñéèìïé ãéá �ïí åí�ïðéóìü åêöñÜóåùí ESOP ìåóõãêåêñéìÝíïõò äïìéêïýò ðåñéïñéóìïýò. Åßíáé åðïìÝíùò åíäéáöÝñïí íá åîå�áó�ïýíïé åíáëëáê�éêÝò áõ�Ýò åêöñÜóåéò ìå ðýëåò xor.ÊÜèå ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç f(x1; · · · ; xn) ìðïñåß íá áíáð�õ÷èåß ùò åîÞòf(x1; · · · ; xn) = x̄1f0 ⊕ x1f1 (1.1)

= f0 ⊕ x1f2 (1.2)
= x̄1f2 ⊕ f1 (1.3)üðïõ f0 = f(0; x2; · · · ; xn), f1 = f(1; x2; · · · ; xn) êáé f2 = f0 ⊕ f1.

1.2.1 Positive Polarity Reed{MullerÁíáð�ýóóïí�áò êÜèå ìå�áâëç�Þ �çò óõíÜñ�çóçò f ìüíï ìå �çí åîßóùóç (1.2),ðñïêýð�åé ìßá Ýêöñáóç ãéá �çí f ó�çí ïðïßá üëá �á literals ó�ïõò êýâïõò åßíáéèå�éêÜ. Ç Ýêöñáóç ïíïìÜæå�áé positive polarity Reed{Muller (PPRM). Ç PPRMåßíáé ìïíáäéêÞ ãéá äïóìÝíç f , åðïìÝíùò äåí õðÜñ÷åé ðñüâëçìá åýñåóçò åëÜ÷éó�çòPPRM Ýêöñáóçò.Ïé ðéèáíïß êýâïé óõíÜñ�çóçò f n ìå�áâëç�þí åßíáé 2n, åðïìÝíùò êÜèå PPRMïñßæå�áé ìïíáäéêÜ ìå �ç âïÞèåéá åíüò äõáäéêïý äéáíýóìá�ïò 2n èÝóåùí. ÁêñéâÝ-ó�åñá, êÜèå PPRM åßíáé �çò ìïñöÞòa0⊕a1x1⊕a2x2⊕· · ·⊕anxn⊕a12x1x2⊕a13x1x3 · · ·⊕a1nx1xn⊕· · ·⊕a12···nx1x2 · · ·xnüðïõ aI ∈ {0; 1} êáé ïñßæå�áé ìïíáäéêÜ áðü �ï äéÜíõóìá< a0; a1; · · · ; an; a12; · · · ; a12···n >Áí êáé ï �ñüðïò êá�áóêåõÞò �ùí PPRM åßíáé áðëüò, �ï ìÝãåèïò �ùí PPRMåêöñÜóåùí åßíáé ìåãÜëï áêüìç êáé ãéá ó÷å�éêÜ áðëÝò óõíáñ�Þóåéò.�áñÜäåéãìá 1. ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f(x1; x2; x3) = x̄1x2x̄3. Ç PPRM �çò åßíáé çx2 ⊕ x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x2x3

1.2.2 Fixed Polarity Reed{MullerÁíáð�ýóóïí�áò êÜèå ìå�áâëç�Þ äïóìÝíçò f åß�å óýìöùíá ìå �çí åîßóùóç (1.2)åß�å ìå �çí (1.3), ç ðñïêýð�ïõóá Ýêöñáóç ïíïìÜæå�áé �xed polarity Reed{Muller(FPRM). �áñá�çñåß�áé ü�é êÜèå ìå�áâëç�Þ åìöáíßæå�áé ìå óõãêåêñéìÝíç ðïëéêü-�ç�á óå ìßá Ýêöñáóç FPRM. ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷ïõí �ï ðïëý 2n äéáöïñå�éêÝò �Ý�ïéåòåêöñÜóåéò ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç f .Ïé åëÜ÷éó�åò åêöñÜóåéò FPRM åßíáé óõíÞèùò ìéêñü�åñåò �ùí PPRM äéü�é êÜèåPPRM åßíáé åî' ïñéóìïý FPRM. �Üñáõ�á, ïé FPRM åßíáé åðßóçò áñêå�Ü ìåãÜëåòáêüìç êáé ãéá áðëÝò óõíáñ�Þóåéò, �õðéêÜ ÷åéñü�åñåò áðü êëáóéêÝò SOP åêöñÜóåéò.
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�áñÜäåéãìá 2. ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f(x1; x2; x3) = x1x2x3⊕x̄1x̄2x̄3. �áñá�çñåß�áéü�é ëüãù óõììå�ñßáò, êÜèå åðéëïãÞ ðïëéêü�ç�áò ãéá �éò ìå�áâëç�Ýò x1; x2; x3 èáïäçãÞóåé ó�ï ßäéï ìÝãåèïò FPRM. ¸ó�ù ü�é áíáð�ýóóïõìå �éò x1; x3 èå�éêÜ êáé�çí x2 áñíç�éêÜ. Ôü�å ç ðñïêýð�ïõóá FPRM ðáñÜó�áóç åßíáé çx1x3 ⊕ x1x̄2x3 ⊕ x̄2 ⊕ x̄2x3 ⊕ x1x̄2 ⊕ x1x̄2x3

1.2.3 Krone
kerÁí åðé�ñáðåß ç åðéëïãÞ ïðïéáóäÞðï�å áðü �éò åîéóþóåéò (1.1), (1.2), (1.3) ãéá�çí áíÜð�õîç êÜèå ìå�áâëç�Þò, �ü�å ç ðñïêýð�ïõóá ðáñÜó�áóç ïíïìÜæå�áé Kro-ne
ker (KRO). Ïé åêöñÜóåéò KRO åßíáé õðåñóýíïëï �ùí FPRM êáé åðïìÝíùò êáé�ùí PPRM. Åßíáé ßóùò ïé ðëÝïí ðåñéïñéóìÝíåò ìïñöÝò ðïõ êÜíïõí ÷ñÞóç ðõëþíéóïäõíáìßáò êáé åðé�ñÝðïõí �çí åìöÜíéóç ìå�áâëç�þí óå äéáöïñå�éêÝò ðïëéêü�ç�åòó�çí ßäéá Ýêöñáóç.Áí êáé êá�Ü ìÝóï üñï �ï ìÝãåèüò �ïõò åßíáé ìåãáëý�åñï áðü áõ�ü �ùí áí�ßó�ïé-÷ùí SOP åêöñÜóåùí, èåùñïýí�áé áñêå�Ü ãåíéêÝò êáé �áõ�ü÷ñïíá åýêïëåò ó�ï íáêá�áóêåõáó�ïýí. �é' áõ�ü �ï ëüãï ÷ñçóéìïðïéïýí�áé óõ÷íÜ óå åõñéó�éêïýò ESOPáëãüñéèìïõò ãéá �çí áðüê�çóç êÜðïéáò áñ÷éêÞò Ýêöñáóçò ç ïðïßá åðáíáëçð�éêÜâåë�éó�ïðïéåß�áé, âãáßíïí�áò áðü �çí êëÜóç �ùí KRO åêöñÜóåùí.Ï ðåñéïñéóìüò áíÜð�õîçò êÜèå ìå�áâëç�Þò ìå ìüíï Ýíá áðü �á �ñßá áíáð�ýãìá�á(1.1), (1.2), (1.3) åßíáé äõíá�ü íá ïäçãÞóåé óå ìåãáëý�åñåò åêöñÜóåéò óõãêñé�éêÜìå �éò åëÜ÷éó�åò åêöñÜóåéò ESOP, üðùò ðñïêýð�åé áðü �ï ðáñáêÜ�ù ðáñÜäåéãìá.
�áñÜäåéãìá 3. Åßíáé ãíùó�ü ü�é ìßá åëÜ÷éó�ç Ýêöñáóç ESOP 3 ìå�áâëç�þí áðï-�åëåß�áé áðü �ï ðïëý 3 êýâïõò.¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f(x1; x2; x3) = x1x2 ⊕ x3 ⊕ x̄1x̄2x̄3Ôü�å: f1 = x2 ⊕ x3,f0 = 1⊕ x2x̄3 êáé f2 = f0 ⊕ f1 = 1⊕ x̄2x3.Ïé ðáñáðÜíù åêöñÜóåéò �ùí f1; f0; f2 åßíáé åëÜ÷éó�åò ESOP. ÅðïìÝíùò ïðïéá-äÞðï�å Ýêöñáóç KRO èá áðï�åëåß�áé áðü �ïõëÜ÷éó�ï 4 êýâïõò.Ìßá �Ý�ïéá Ýêöñáóç åßíáé ç ðáñáêÜ�ù.x̄1x̄2 ⊕ x̄1x2x3 ⊕ x1x̄2x3 ⊕ x1x2x̄3�áñÜäåéãìá 4. Ç Ýêöñáóç x1x2x3 ⊕ x̄1x̄2x̄3åßíáé åëÜ÷éó�ç KRO Ýêöñáóç �çò óõíÜñ�çóçò �ïõ ðáñáäåßãìá�ïò 2.



1.2 Äéåñåýíçóç ÊëÜóåùí 5
1.2.4 Pseudo Reed{Muller¸ó�ù ü�é äïóìÝíç óõíÜñ�çóç f áíáð�ýóóå�áé ìå Ýíá áðü �á äýï áíáð�ýãìá�á(1.2), (1.3). Ç ðñïêýð�ïõóá ðáñÜó�áóç èá åßíáé ó÷Ýóç 2 õðïóõíáñ�Þóåùí áðü �éòf1; f0; f2. Áí ïé äýï õðïóõíáñ�Þóåéò áíáð�ýóóïí�áí åðßóçò ìå áêñéâþò ìßá áðü �éò(1.2), (1.3), �ü�å ç ðñïêýð�ïõóá Ýêöñáóç èá Þ�áí �çò ìïñöÞò FPRM.Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ êÜèå ìßá áðü �éò äýï õðïóõíáñ�Þóåéò áíáð�ýóóå�áé áíå-îÜñ�ç�á ìå ìßá áðü �éò (1.2), (1.3), ç ðñïêýð�ïõóá Ýêöñáóç ïíïìÜæå�áé PseudoReed{Muller (PSDRM). Áí êáé ç ãåíßêåõóç áõ�Þ åðß �ùí FPRM öáßíå�áé ó÷å�éêÜáðëÞ, ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á ðñïóöÝñåé áñêå�Ü ìåãáëý�åñç åëåõèåñßá ó�çí êá�áóêåõÞåêöñÜóåùí ìå ðýëåò XOR, üðùò äåß÷íå�áé ó�ï ðáñáêÜ�ù ðáñÜäåéãìá.�áñÜäåéãìá 5. ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f(x1; x2; x3) = x1x2x3 ⊕ x̄1x̄2x̄3.Ç f áíáð�ýóóå�áé óýìöùíá ìå �çí (1.2)f = 1 · (x̄2x̄3)⊕ x1 · (x2x3 ⊕ x̄2x̄3)Ç f0 = x2x3 åßíáé Þäç ìßá PSDRM üðïõ ç ìå�áâëç�Þ x2 Ý÷åé áíáð�õ÷èåßóýìöùíá ìå �çí (1.3). ÅðéðëÝïí, ç f2 = x2x3 ⊕ x̄2x̄3 áíáð�ýóóå�áé óýìöùíá ìå�çí (1.2).Ç ðñïêýð�ïõóá Ýêöñáóç KRO äßíå�áé ðáñáêÜ�ù.x̄2x̄3 ⊕ x1(1 · x̄3 ⊕ x2 · 1) = x̄2x̄3 ⊕ x1x̄3 ⊕ x1x2Õðåíèõìßæå�áé ü�é ç áí�ßó�ïé÷ç Ýêöñáóç FPRM óõìðåñéëÜìâáíå 6 êýâïõò.
1.2.5 Pseudo Krone
kerÇ ãåíßêåõóç �ùí PSDRM åðß �ùí FPRM åöáñìüæå�áé êáé ó�éò åêöñÜóåéò KRO.ÓõãêÝêñéìÝíá, äïóìÝíç óõíÜñ�çóç f ìðïñåß í' áíáð�õ÷èåß ìå ïðïéáäÞðï�å áðü �éò(1.1), (1.2), (1.3). ÅðéðëÝïí, êÜèå ìßá áðü �éò ðáñáãüìåíåò õðïóõíáñ�Þóåéò ìðïñåß í'áíáð�õ÷èåß áíåîÜñ�ç�á ìå ïðïéáäÞðï�å áðü �éò (1.1), (1.2), (1.3). Ïé ðñïêýð�ïõóåòåêöñÜóåéò ïíïìÜæïí�áé Pseudo Krone
ker (PSDKRO).
1.2.6 Generalized Reed{Muller¸ó�ù ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ìßáò Ýêöñáóçò PPRM.a0⊕a1x1⊕a2x2⊕· · ·⊕anxn⊕a12x1x2⊕a13x1x3 · · ·⊕a1nx1xn⊕· · ·⊕a12···nx1x2 · · ·xnÁí ïðïéïäÞðï�å literal ó�çí ðáñáðÜíù Ýêöñáóç åðé�ñáðåß íá áí�éêá�áó�áèåßáðü �ï óõìðëçñùìá�éêü �ïõ, �ü�å ç ðñïêýð�ïõóá Ýêöñáóç ïíïìÜæå�áé GeneralizedReed{Muller (GRM). Åßíáé ç áìÝóùò ãåíéêü�åñç ìïñöÞ åêöñÜóåùí ðïõ êÜíïõí÷ñÞóç ðõëþí XOR, ìå�Ü �éò ãåíéêÝò ðáñáó�Üóåéò ESOP.
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ESOP

PPRM

FPRM

PSDRM

GRM

KRO

PSDKRO

Ó÷Þìá 1.1: Ó÷Ýóåéò ìå�áîý äéáöïñå�éêþí åêöñÜóåùí ìå XOR óõëëÝê�åòêëÜóç ìÝãéó�ï âÜñïò ìÝóï âÜñïòPPRM 16 8.00FPRM 10 5.50KRO 10 4.73PSDRM 8 3.80PSDKRO 8 3.70GRM 6 3.68ESOP 6 3.66SOP 8 4.13�ßíáêáò 1.2: ÌÝóï êáé ìÝãéó�ï âÜñïò óõíáñ�Þóåùí 4 ìå�áâëç�þí
1.3 Ó÷Ýóåéò ìå�áîý ÊëÜóåùíÓ�ï óçìåßï áõ�ü åßíáé äõíá�Þ ç óýãêñéóç �ùí ðáñáðÜíù äéáöïñå�éêþí ìïñöþíðáñáó�Üóåùí. Ïé ìå�áîý �ïõò ó÷Ýóåéò äßäïí�áé ãñáöéêÜ ó�ï ó÷Þìá 1.1.Ç óõãêñé�éêÞ éó÷ýò �ùí ðáñáðÜíù ìïñöþí äéåñåõíÜ�áé ó�ïí ðßíáêá 1.3. �éáêáèåìßá áðü �éò óõíáñ�Þóåéò 4 ìå�áâëç�þí, åí�ïðßæïí�áé ïé åëÜ÷éó�åò åêöñÜóåéòPPRM, FPRM, KRO, PSDRM, PSDKRO, GRM êáé ESOP, êáé êá�üðéí õðïëïãß-æå�áé �ï ìÝóï âÜñïò åðß üëùí �ùí óõíáñ�Þóåùí.Ó�ïí ðßíáêá 1.3 äßíïí�áé �á âÜñç �ùí åõñéó�éêÜ åëÜ÷éó�ùí åêöñÜóåùí ãéá ïñé-óìÝíåò óçìáí�éêÝò ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò1. �áñá�çñåß�áé ü�é ïé åëÜ÷éó�åò åêöñÜóåéòSOP åßíáé êá�Ü êáíüíá áñêå�Ü ìåãáëý�åñåò áðü �éò áí�ßó�ïé÷åò åëÜ÷éó�åò ESOP.1ç ðçãÞ �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí �çò ðáñáãñÜöïõ åßíáé ç [Sas99℄



1.4 Õëïðïßçóç ðõëþí éóïäõíáìßáò 7
êëÜóç ADR4 LOG8 MPL4 SQR8 WGT8PPRM 34 253 97 168 107FPRM 34 193 97 168 107KRO 34 171 97 168 107PSDRM 34 149 82 158 107PSDKRO 34 119 76 136 107GRM 34 105 71 121 107ESOP 31 96 61 112 54SOP 75 123 121 180 255�ßíáêáò 1.3: ÂÜñç �õðéêþí óõíáñ�Þóåùí

(d)(c)

(b)(a)

Ó÷Þìá 1.2: Õëïðïßçóç åêöñÜóåùí SOP ìå ðýëåò NAND
1.4 Õëïðïßçóç ðõëþí éóïäõíáìßáò¼ðùò ðáñïõóéÜó�çêå ó�éò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõò, ïé åëÜ÷éó�åò åêöñÜóåéòESOP åßíáé ðÜí�ï�å ìéêñü�åñåò áðü üëåò �éò äéåðßðåäåò åêöñÜóåéò ðïõ êÜíïõí ÷ñÞóçðõëþí XOR. Eßíáé äå óõíÞèùò áñêå�Ü ðéï óõìðáãåßò áðü �éò åêöñÜóåéò SOP, óåïñéóìÝíåò ðåñéð�þóåéò áêüìç êáé åêèå�éêÜ ìéêñü�åñåò.Ôï èåùñç�éêü áõ�ü êÝñäïò ìðïñåß íá áîéïðïéçèåß ó�ï �åëéêü êýêëùìá ìüíï áíç õëïðïßçóç ìßáò ðýëçò XOR ðïëëáðëþí åéóüäùí åßíáé óõãêñßóéìç óå ìÝãåèïò ìå�çí áí�ßó�ïé÷ç ðýëç OR. Ó' áõ�Þ �çí ðáñÜãñáöï åîå�Üæå�áé ìßá õëïðïßçóç ðýëçòXOR ìå 6 transistor.¼ðùò åßíáé ãíùó�ü, ïé åêöñÜóåéò SOP óðáíßùò õëïðïéïýí�áé ìå ðýëåò ANDêáé OR (ó÷Þìá 1.2). ÅðïìÝíùò ìßá äßêáéá óýãêñéóç ESOP êáé SOP êõêëùìÜ�ùíïöåßëåé íá óõãêñßíåé ðýëåò XOR ìå ðýëåò NAND êáé ü÷é OR. Ìßá �õðéêÞ õëïðïßçóçðýëçò NAND äßäå�áé ó�ï ó÷Þìá 1.3.Ç õëïðïßçóç ðýëçò XOR äßäå�áé ó�ï ó÷Þìá 1.4. Ôï ðëÞèïò �ùí áðáñáß�ç�ùí
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Out

A

B

Ó÷Þìá 1.3: Õëïðïßçóç ðýëçò NAND

A XOR B

A BÓ÷Þìá 1.4: Õëïðïßçóç ðýëçò XOR [WFF94℄
transistor åßíáé 6, 2 áðü �á ïðïßá åßíáé áöéåñùìÝíá ó�çí õëïðïßçóç åíüò �õðéêïýáíáó�ñïöÝá ãéá �çí åíßó÷õóç �ïõ óÞìá�ïò åîüäïõ. Ç äéÜ�áîç ðáñïõóéÜó�çêå ó�çí[WFF94℄.Ç óõãêåêñéìÝíç õëïðïßçóç äåí áðáé�åß óõìðëçñùìá�éêÞ ëïãéêÞ, Ý÷åé åîáéñå�éêÝòéêáíü�ç�åò ïäÞãçóçò êáé ìÝãåèïò óõãêñßóéìï ìå áõ�ü ìßáò NAND. �áñá�çñåß�áéü�é ü�áí ç ïäçãç�éêÞ éêáíü�ç�á �çò ðýëçò äåí åßíáé êñßóéìç, �ü�å ìßá ðýëç XORìðïñåß íá õëïðïéçèåß ìå 4 transistor óå ëïãéêÞ Pass Transistor.



1.5 Âáóéêïß Ïñéóìïß 9
1.5 Âáóéêïß ÏñéóìïßÏñéóìüò 1. ¸ó�ù X ìå �éìÝò áðü �ï V = {0; : : : ; v − 1} êáé S ⊆ V . Ôü�å XSåßíáé literal �çò X þó�å XS = 1 ü�áí X ∈ S êáé XS = 0 ü�áí X ∈ V \S. Ó�çíðåñßð�ùóç ðïõ S = V , �ü�å XS = 1 êáé èåùñåß�áé ðåñé��ü.�áñÜäåéãìá 6. ¸ó�ù V = {0; 1}. Ôü�å x = x{1}, x̄ = x{0} êáé 1 = x{0;1} åßíáéliterals �çò äõáäéêÞò ìå�áâëç�Þò x.Ïñéóìüò 2. ¸ó�ù XS1 ;XS2 äýï literals �çò ìå�áâëç�Þò X. Ôü�å XS1 ⊕XS2 ≡XS1⊕S2 ≡ X(S1∪S2)\(S1∩S2).Ïñéóìüò 3. Ìßá óõíÜñ�çóç åéóüäùí ðïëëáðëþí �éìþí, äõáäéêÞò åîüäïõ f åßíáéìßá áðåéêüíéóç f : V1 × V2 × · · · × Vn → {0; 1}, üðïõ Vi = {0; : : : ; vi − 1}.¼�áí |Vi| = 2, i = 1; ::; n, �ü�å ç f ïíïìÜæå�áé swit
hing Þ boolean óõíÜñ�çóç.Ó�çí ðáñïýóá åñãáóßá, åîå�Üæïí�áé áðåéêïíßóåéò �çò ìïñöÞò f : {0; 1}×· · ·×{0; 1}×
{0; : : : ; v − 1} → {0; 1}.Ïñéóìüò 4. ¸ó�ù literals XSii . Ôü�å C = XS1

1 · · ·XSnn ïñßæå�áé ùò êýâïò ìßáòóõíÜñ�çóçò f ï ïðïßïò åîáñ�Ü�áé áðü �éò ìå�áâëç�Ýò X1; : : : ;Xn. ¼�áí |Si| = 1,i = 1; : : : ; n �ü�å ï C åßíáé åëá÷éó�üñïò �çò f .Ïñéóìüò 5. MVESOP Þ êÜëõììá åßíáé Ýêöñáóç �çò ìïñöÞò ⊕∑Ci, ç ïðïßááíáðáñéó�Ü ìå ìç - ìïíáäéêü �ñüðï ìßá óõíÜñ�çóç f , üðïõ Ci åßíáé êýâïé �çò f .�áñÜäåéãìá 7. X{0;2}
1 X{0;1}

2 ⊕ X{1;2}
1 X{0}

3 åßíáé MVESOP ìßáò óõíÜñ�çóçò f :
{0; : : : ; 3} × {0; : : : ; 3} × {0; 1} → {0; 1}.Ó�çí ðåñßð�ùóç êá�Ü �çí ïðïßá üëåò ïé ìå�áâëç�Ýò åßíáé äõáäéêÝò, �ü�å ÝíáMVESOP åßíáé áðëÜ Ýíá ESOP.Ïñéóìüò 6. ÁêñéâÝò MVESOP ìßáò óõíÜñ�çóçò f åßíáé Ýíá êÜëõììá �çò f �ïõïðïßïõ �ï ðëÞèïò �ùí êýâùí ðïõ ðåñéëáìâÜíåé, åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï ìå�áîý üëùí �ùíäõíá�þí MVESOPs �çò f .Ïñéóìüò 7. Ôï ìÝãåèïò s(E) åíüò MVESOP E åßíáé ßóï ìå �ï ðëÞèïò �ùí êýâùíìÝóá �ïõ. Ôï âÜñïò w(f) ìßáò óõíÜñ�çóçò f ïñßæå�áé ùò �ï ðëÞèïò �ùí êýâùí óåÝíá áêñéâÝò MVESOP �çò f .Ïñéóìüò 8. ¸ó�ù B = {0; 1}; V = {0; : : : ; v − 1} êáé f : Bn × V → B, ìßáóõíÜñ�çóç (n+ 1) ìå�áâëç�þí. Ôü�å f{i}(x2; : : : ; xn;X) = f(i; x2; : : : ; xn;X); i =
0; 1 êáé f{0;1} = f{0}⊕f{1} åßíáé õðïóõíáñ�Þóåéò �çò f áíáöïñéêÜ ìå �çí ìå�áâëç�Þx1.
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Ç áðïóýíèåóç óå õðïóõíáñ�Þóåéò åöáñìüæå�áé áíáäñïìéêÜ: f IJ = (f I)J . Ï ðá-ñáðÜíù ïñéóìüò ðáñáìÝíåé óõíåðÞò üóï åöáñìüæå�áé óå óõíáñ�Þóåéò ìå �ïõëÜ÷éó�ïìßá äõáäéêÞ ìå�áâëç�Þ.¼ðïõ ç äéÜêñéóç åßíáé óáöÞò, èá ÷ñçóéìïðïéïýí�áé �á óýìâïëá f0; f1; f2 ãéá�éò õðïóõíáñ�Þóåéò f{0}; f{1}; f{0;1} áí�ßó�ïé÷á.Ôá áíáð�ýãìá�á Shannon, èå�éêü Davio êáé áñíç�éêü Davio ìðïñïýí íá åöáñìï-ó�ïýí ó�éò äõáäéêÝò ìå�áâëç�Ýò ìßáò óõíÜñ�çóçò f , ç ïðïßá åíäÝ÷å�áé íá åîáñ�Ü�áéåðßóçò áðü ìå�áâëç�Ýò ðïëëáðëþí �éìþí.Ïñéóìüò 9. Ìßá óõíÜñ�çóç f ìðïñåß íá áíáð�õ÷èåß ùòf = x̄1f{0} ⊕ x1f{1}f = f{0} ⊕ x1f{0;1}f = f{1} ⊕ x̄1f{0;1} (1.4)
Ôá �ñéá áíáð�ýãìá�á ïíïìÜæïí�áé Shannon (Boole), èå�éêü Davio êáé áñíç�éêüDavio áí�ßó�ïé÷á, üðïõ x1 åßíáé äõáäéêÞ ìå�áâëç�Þ.Ïñéóìüò 10. Ç áíáðáñÜó�áóç åëá÷éó�üñùí (MT) ìßáò swit
hing óõíÜñ�çóçò nìå�áâëç�þí f åßíáé Ýíá bit äéÜíõóìá ìåãÝèïõò 2n, üðïõ �ï i{ó�ï bit åßíáé 1 ü�áí ïi{ó�ïò åëá÷éó�üñïò �çò f åßíáé áí�ßó�ïé÷á 1.�áñÜäåéãìá 8. ¸ó�ù f = x̄1 x̄2 x3 ⊕ x1 x̄2 x̄4 ⊕ x3 x̄4 swit
hing óõíÜñ�çóç �åó-óÜñùí ìå�áâëç�þí. Ç áíáðáñÜó�áóç åëá÷éó�üñùí �çò åßíáé [0100 0001 0100 1000]Þ ðåñéóóü�åñï óõìðõêíùìÝíá, óå äåêáåîáäéêÞ ìïñöÞ, [4148]. Ç áíáðáñÜó�áóçåëá÷éó�üñùí ãéá �ïõò �ñåéò êýâïõò åßíáé [000
]; [0500]; [4444] áí�ßó�ïé÷á.Ìßá ðáñáëëáãÞ �ïõ öïñìáëéóìïý åëá÷éó�üñùí ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �çí áíáðá-ñÜó�áóç óõíáñ�Þóåùí ïé ïðïßåò óõìðåñéëáìâÜíïõí ìßá ìïíáäéêÞ ìå�áâëç�Þ ðïëëá-ðëþí �éìþí X ìå ðåäßï V = {0; : : : ; v−1}, êá�Ü �çí ïðïßá êÜèå bit ðïõ õðïäçëþíåé�çí ýðáñîç åíüò óõãêåêñéìÝíïõ åëá÷éó�üñïõ áí�éêáèßó�á�áé áðü Ýíá bit äéÜíõóìáìåãÝèïõò 2⌈lg(v)⌉.Ï óõãêåêñéìÝíïò öïñìáëéóìüò ÷ñçóéìïðïéåß åðéðëÝïí bits áðü �ï åëÜ÷éó�ï äõ-íá�ü, üìùò áðëïðïéåß �çí åîáãùãÞ �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí �çò óõíÜñ�çóçò �çí ïðïßááíáðáñéó�Ü, åíþ äåí áõîÜíåé �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.Ïñéóìüò 11. Ç áíáðáñÜó�áóç åëá÷éó�üñùí ðïëëáðëþí ìå�áâëç�þí (MVMT) mìßáò óõíÜñ�çóçò (n+ 1) ìå�áâëç�þí f : {0; 1}n × {0; : : : ; v − 1} → {0; 1} ïñßæå�áéùò Ýíá bit äéÜíõóìá ìåãÝèïõò 2n+⌈lg(v)⌉. ¸ó�ù x{a1}

1 · · ·x{an}n XS êýâïò �çò f ,üðïõ ai ∈ [0; 1] êáé S ⊆ {0; : : : ; v − 1}. ¸ó�ù p1 = a12
n−1 + · · ·+ an−12

1 + an20êáé p2 = 2⌈lg(v)⌉. O åßíáé bit äéÜíõóìá ìåãÝèïõò p2 �ïõ ïðïßïõ �ï i{ó�ï bit åßíáé 1áí i ∈ S. Ôü�å, �á bits [(p1 ·p2 +p2−1) : : : (p1 ·p2)] �çò MVMT m åßíáé �áõ�üóçìáìå �ï O.�áñÜäåéãìá 9. ¸ó�ù f : {0; 1}4×{0; : : : ; v−1} → {0; 1}. Äéáéóèç�éêÜ, ç MVMT�çò f åßíáé ç ðáñåìâïëÞ v MTs óõíáñ�Þóåùí fi �åóóÜñùí ìå�áâëç�þí, üðïõ fi =f(x1; x2; x3; x4; i). ¸ó�ù fi = [d3d4], [
1d5], [d1
f ], [d5
b], [
13b] ãéá i = 0; : : : ; 4áí�ßó�ïé÷á. Ôü�å, ç MVMT �çò f åßíáé [1f1f000d0008011f0f0f10131
071
1e].
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Ï MVMT öïñìáëéóìüò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ãéá �çí áíáðñÜó�áóç êý-âùí. ÅðéðëÝïí, ãéá óõíáñ�Þóåéò f; g ïé ïðïßåò åîáñ�þí�áé áðü �éò ßäéåò ìå�áâëç�Ýò,ç MVMT �çò óõíÜñ�çóçò f ⊕ g åßíáé áðëÜ �ï XOR �ùí äýï MVMTs. Ç åîáãùãÞõðïóõíáñ�Þóåùí áðü �éò MVMTs åßíáé éóïäýíáìç ìå �çí åîáãùãÞ áðü MTs.Ïñéóìüò 12. ¸ó�ù m ç MVMT �çò óõíÜñ�çóçò f ìåãÝèïõò 2k bits. Ôü�å ç f{0}åßíáé éóïäýíáìç ìå �á k ëéãü�åñï óçìáí�éêÜ bits �çò m, ç f{1} åßíáé éóïäýíáìç ìå�á k ðåñéóóü�åñï óçìáí�éêÜ bits �çò m êáé f{0;1} = f{0} ⊕ f{1}.�áñÜäåéãìá 10. Ïé MVMTs �ùí f{1}, f{0}, f{0;1} ãéá �çí MVMT �ïõ ðáñáäåßã-ìá�ïò 9 åßíáé [1f1f000d0008011f ], [0f0f10131
071
1e] êáé [1010101e1
0f1d01].Ïñéóìüò 13. ¸íá k{éóïäýíáìï MVESOP e ìßáò óõíÜñ�çóçò f åßíáé Ýíá MVESOPìå w(e) = w(f) + k.�áñÜäåéãìá 11. ¸íá 1{éóïäýíáìï ESOP �çò f = x1 åßíáé �ï x1x2 ⊕ x1x̄2.Ïñéóìüò 14. Ç áðüó�áóç äýï êýâùí ïñßæå�áé ùò �ï ðëÞèïò �ùí literals ó�á ïðïßáäéáöÝñïõí.�áñÜäåéãìá 12. Ç áðüó�áóç �ùí C1 = x1x3, C2 = x̄2x3 åßíáé 2.Ïñéóìüò 15. Ç positional notation (PN) áíáðáñÜó�áóç åíüò êýâïõ C = xS1

1 · · ·xSnn XSn+1, Si ⊆ {0; 1}, i ∈ [1; : : : ; n], Sn+1 ⊆ {0; : : : ; v − 1} åßíáé Ýíá bit äéÜíõóìáìåãÝèïõò 2n+ v, üðïõ �ï bit (2 · (k − 1) + l) åßíáé ßóï ìå 1 áí l ∈ Sk.Ç PN åßíáé Ýíáò óõìðáãÞò öïñìáëéóìüò ãéá �çí áíáðáñÜó�áóç êýâùí. �á-ñá�çñåß�áé ü�é ü�áí Ýíá MVESOP E ìßáò óõíÜñ�çóçò n ìå�áâëç�þí f õðÜñ÷åé,ìå ó÷å�éêÜ ìéêñü s(E), åíäå÷ïìÝíùò íá åßíáé ðñï�éìü�åñç ç áíáðáñÜó�áóç �çò fùò ëßó�á áðü PN êýâïõò, êáèþò áõ�Þ ç áíáðáñÜó�áóç ìåãáëþíåé ãñáììéêÜ ìå �ïn · s(E), åíþ ç áí�ßó�ïé÷ç MVMT ìåãáëþíåé åêèå�éêÜ ìå �ï n.�áñÜäåéãìá 13. Ç PN �ïõ êýâïõ C = x{1}1 x{0;1}2 x{0}3 X{0;1;3;5} åßíáé �ï bit äéÜíõ-óìá [101011 · 01 · 11 · 10].
1.6 ÄïìÞ äéá�ñéâÞòÇ äïìÞ �çò äéá�ñéâÞò åßíáé ç áêüëïõèç. Ó�ï êåöÜëáéï 2 ðáñïõóéÜæïõìå �éòâáóéêü�åñåò åñãáóßåò �çò âéâëéïãñáößáò. Ó�ï êåöÜëáéï 3 áíáëýïõìå �ï èåùñç�éêüöïñìáëéóìü ãéá �çí åëá÷éó�ïðïßçóç óõíáñ�Þóåùí óå ðáñáó�Üóåéò ESOP.Ó�ï êåöÜëáéï 4 ðáñïõóéÜæïõìå �ïí áëãüñéèìï áêñéâïýò åëá÷éó�ïðïßçóçò åíþó�ï êåöÜëáéï 5 ðáñïõóéÜæïõìå �ïí åõñéó�éêü áëãüñéèìï. Óõãêåí�ñþíïõìå �á ðåé-ñáìá�éêÜ äåäïìÝíá ó�ï êåöÜëáéï 6. Ó�ï êåöÜëáéï 7 äéá�õðþíïõìå êÜðïéá óõìðå-ñÜóìá�á êáé ó÷å�éêÝò ìåëëïí�éêÝò êá�åõèýíóåéò.
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Ôï ðñüâëçìá �çò âåë�éó�ïðïßçóçò AND-XOR ëïãéêþí ðáñáó�Üóåùí Ý÷åé ìåëå-�çèåß åê�åíþò ó�ï ðáñåëèüí. Ó�ï ðáñüí êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïí�áé ïé ðéü óçìáí�éêÝòåñãáóßåò áêñéâïýò êáé åõñéó�éêÞò åëá÷éó�ïðïßçóçò.Åðéóçìáßíå�áé ü�é óçìáí�éêü êïììÜ�é �çò âéâëéãñáößáò áó÷ïëåß�áé ìå �çí åëá÷é-ó�ïðïßçóç óõíáñ�Þóåùí óå ðåñéïñéóìÝíçò ìïñöÞò ðáñáó�Üóåéò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìáåßíáé ïé �xed polarity Reed Muller. Áí êáé ìßá �Ý�ïéá áðëïðïßçóç �ïõ ðñïâëÞìá-�ïò óå ïñéóìÝíåò ðåñéð�þóåéò ïäçãåß óå ðåñéóóü�åñï áðïäï�éêïýò áëãüñéèìïõò, ïéðåñéïñéóìÝíåò áíáðáñáó�Üóåéò åßíáé óõíÞèùò áñêå�Ü ìåãáëý�åñåò óõãêñé�éêÜ ìå �éòAND-XOR ðáñáó�Üóåéò.

2.1 ÁêñéâÞò Åëá÷éó�ïðïßçóçÇ ðñþ�ç åñãáóßá ðñïóåããßæåé �ï ðñüâëçìá ìå �ç âïÞèåéá äéáãñáììÜ�ùí äõá-äéêþí áðïöÜóåùí (Binary De
ision Diagrams - BDDs). Ç óõãêåêñéìÝíç åñãáóßáåßíáé ßóùò ç ìïíáäéêÞ ç ïðïßá ðáñÝ÷åé áðï�åëÝóìá�á ãéá óõíáñ�Þóåéò ìÝ÷ñé êáé 9ìå�áâëç�þí.Ç åðüìåíç ðñïóÝããéóç èåùñç�éêÜ ðåñéïñßæå�áé óå óõíáñ�Þóåéò �ï ðïëý 6 ìá�á-âëç�þí. Ïñßæåé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò óõíáñ�Þóåùí Ý�óé þó�å üëåò ïé óõíáñ�Þóåéòó�çí ßäéá êëÜóç íá Ý÷ïõí �ï ßäéï âÜñïò. Ôï ðñüâëçìá áêïëïýèùò áíÜãå�áé ó�ïíåí�ïðéóìü �çò êëÜóçò éóïäõíáìßáò �çò õðï åëá÷éó�ïðïßçóç óõíÜñ�çóçò.Ç �åëåõ�áßá ðñïóÝããéóç åí�ïðßæåé �ï âÜñïò W äïóìÝíçò óõíÜñ�çóçò n ìå�á-âëç�þí, åîå�Üæïí�áò �á âÜñç üëùí �ùí äõíá�þí óõíáñ�Þóåùí < n ìå�áâëç�þí,
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ðáñÝ÷ïí�áò ðáñÜëëçëá êáíüíåò áðïöõãÞò ïñéóìÝíùí áðü áõ�þí, ü�áí ìðïñåß íáêáèïñéó�åß ü�é äåí ðñüêåé�áé íá âïçèÞóïõí ó�ïí åí�ïðéóìü �ïõ âÜñïõò W .
2.1.1 Sassao { Covering Fun
tions¸ó�ù Gi ðéèáíüò êýâïò óõíÜñ�çóçò n ìå�áâëç�þí, 0 ≤ i < 3n.�áñÜäåéãìá 14. Ïé ðéèáíïß êýâïé óõíáñ�Þóåùí 2 ìå�áâëç�þí åßíáé ïé x̄1x̄2; x̄1x2;x1x̄2; x1x2; x̄1; x1; x̄2; x2; 1.Óå ïðïéáäÞðï�å ESOP ðáñÜó�áóç E äïóìÝíçò óõíÜñ�çóçò F , êÜèå 1-åëá÷éó�üñïò�çò F êáëýð�å�áé ðåñé��ü ðëÞèïò öïñþí áðü êýâïõò, åíþ êÜèå 0-åëá÷éó�üñïò �çòF êáëýð�å�áé Üñ�éï ðëÞèïò öïñþí áðü êýâïõò. ¸ó�ù Tj �ï óýíïëï �ùí êýâùíðïõ êáëýð�ïõí �ïí åëá÷éó�üñï j �çò F , gi äõáäéêÞ ìå�áâëç�Þ ç ïðïßá äçëþíåé �çíýðáñîç/áðïõóßá �ïõ êýâïõ Gi ó�çí E êáé f(j) ç �éìÞ �ïõ åëá÷éó�üñïõ j.Ïñßæå�áé ç óõíÜñ�çóç Helliwell [PCJ90℄

H(g0; g1; : : : ; g3n−1) =
2n−1
∧j=0

Sj
üðïõ Sj = f̄(j)⊕ ⊕gi∈Tj giÔü�å �ï ðñüâëçìá �çò áêñéâïýò åëá÷éó�ïðïßçóçò åßíáé éóïäýíáìï ìå �ïí åí�ïðé-óìü áíáèÝóåùí ó�éò ìå�áâëç�Ýò gi þó�å H(g0; : : : ; g3n−1) = 1 êáé �ï ∑i gi íá åßíáé�ï åëÜ÷éó�ï äõíá�ü.�áñÜäåéãìá 15 ( [Sas93b℄ ). ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç F (x1; x2) = x1 ⊕ x2 ⊕ 1.Ôü�å S0 = g0 ⊕ g2 ⊕ g6 ⊕ g8S1 = g1 ⊕ g2 ⊕ g7 ⊕ g8 ⊕ 1S2 = g3 ⊕ g5 ⊕ g6 ⊕ g8 ⊕ 1S3 = g4 ⊕ g5 ⊕ g7 ⊕ g8êáé H(g0; g1; g2; g3; g4; g5; g6; g7; g8) = S0 · S1 · S2 · S3Ïé áíáèÝóåéò �éìþí ó�éò gi ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí �çí H(~g) = 1 åßíáé ïé {g0 =g4 = 1} êáé {g2 = g7 = 1}, {g5 = g6 = 1}. Ïé ESOP ðáñáó�Üóåéò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýíó' áõ�Ýò �éò áíáèÝóåéò åßíáé ïé {x1x2⊕ x̄1x̄2}, {x1⊕ x̄2} êáé {x̄1⊕x2} áí�ßó�ïé÷á.Ç Helliwell óõíÜñ�çóç H åßíáé ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç åðß �ùí ìå�áâëç�þí gi êáéùò �Ý�ïéá ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß ìå Ýíá äéÜãñáììá äõáäéêþí áðïöÜóåùí (BDD.)
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Ó÷Þìá 2.1: Karnaugh ÷Üñ�åò �çò óõíÜñ�çóçò F êáé �ùí êýâùí Gi
Õðåíèõìßæå�áé ü�é êÜèå êüìâïò v åíüò BDD áí�éó�ïé÷åß óå ìßá ëïãéêÞ ìå�áâëç�Þ xåíþ êÜèå áêìÞ (v; u) áí�ßó�ïé÷åß óå ìßá áíÜèåóç �éìÞò Ô(v;u) ó�çí ìå�áâëç�Þ x.¸ó�ù ü�é �ï âÜñïò êÜèå áêìÞò (v; u) �ïõ BDD äïóìÝíçò óõíÜñ�çóçò H åßíáéßóï ìå Ô(v;u). Ôü�å �ï ðñüâëçìá �çò åýñåóçò åëÜ÷éó�çò ESOP ðáñÜó�áóçò åßíáééóïäýíáìï ìå �çí åýñåóç åíüò åëÜ÷éó�ïõ ìïíïðá�éïý (shortest path) åðß �ïõ BDD�çò Ç �ï ïðïßï êá�áëÞãåé ó�ïí �åñìá�éêü êüìâï 1 �ïõ BDD.�áñÜäåéãìá 16. ¸ó�ù ç Helliwell óõíÜñ�çóç �ïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìá�ïò.Ôï áí�ßó�ïé÷ï BDD äßäå�áé ó�ï ó÷Þìá 2.2. Ôï ìïíïðÜ�é ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ç ëýóç
{g0 = g4 = 1} êáé åðïìÝíùò ó�çí áíáðáñÜó�áóç {x1x2 ⊕ x̄1x̄2} åìöáíßæå�áé ó�ïó÷Þìá 2.3.Ç åëá÷éó�ïðïßçóç ìÝóù Helliwell óõíáñ�Þóåùí ðñï�Üèçêå ó�çí [PCJ90℄. ÇáíáãùãùãÞ óå BDDs êáèþò êáé åõñéó�éêïß êáíüíåò ãéá �çí åëá÷éó�ïðïßçóç �ïõìåãÝèïõò �ùí �åëåõ�áßùí ðñï�Üèçêå ó�éò [Sas93a, Sas93b℄. �áñá�çñåß�áé ü�é ç óõ-ãêåêñéìÝíç ðñïóÝããéóç êùäéêïðïéåß Ýììåóá üëåò �éò äõíá�Ýò ESOP ðáñáó�Üóåéò ùòìïíïðÜ�éá ðÜíù óå BDDs. Ùò åê �ïý�ïõ, �ï ìÝãåèïò �ùí BDDs áõîÜíå�áé åêèå-�éêÜ áêüìç êáé ãéá ìéêñü ðëÞèïò ìå�áâëç�þí. Ó�çí [Sas93b℄ äßíïí�áé ðåéñáìá�éêÜáðï�åëÝóìá�á ãéá óõíáñ�Þóåéò �ï ðïëý 9 ìå�áâëç�þí êáé âÜñïõò �ï ðïëý 4.
2.1.2 Koda, Sassao { Equivalen
e Classes¸ó�ù [f0f1

] ç äéáíõóìá�éêÞ áíáðáñÜó�áóç �çòf = x̄i · f0 + xi · f1êáé Ì 2× 2 äõáäéêüò ðßíáêáò ìå |M | 6= 0. Ôü�å ç
[g0g1] = M [f0f1

]
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1

g0

g1

g2

g3

g4

g5

g6

g7

g8

Ó÷Þìá 2.2: BDD �çò Helliwell óõíÜñ�çóçò. Ïé áêìÝò âÜñïõò 0 åìöáíßæïí�áéäéáêåêïìÝíåò.

1

g1

g2

g3

g4 = 1

g5

g6

g7

g8

g0 = 1

Ó÷Þìá 2.3: ÌïíïðÜ�é ó�ï BDD �çò Helliwell óõíÜñ�çóçò ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çëýóç g0 = g4 = 1.
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ïñßæåé Ýíá ìå�áó÷çìá�éóìü åðß �çò f .�áñÜäåéãìá 17 ( [KS93℄ ). ¸ó�ù ï ðßíáêáò

[

1 0
1 1

]

Ôü�å
[g0g1] =

[

1 0
1 1

] [f0f1

]

=

[ f0f0 ⊕ f1

]

êáé g = x̄1g0 ⊕ xig1
= x̄if0 ⊕ xi(f0 ⊕ f1)

= 1 · f0 ⊕ xif1ÅðïìÝíùò ç óõíÜñ�çóç g ðñïêýð�åé áðü �ç óõíÜñ�çóç f áí ó�ï áíÜð�õãìá �çò fùò ðñüò xi áí�éêá�áó�áèåß �ï literal x̄i ìå �ï literal 1.ÕðÜñ÷ïõí áêñéâþò 6 äõáäéêïß 2 × 2 ðßíáêåò ìå ìç ìçäåíéêÞ ïñßæïõóá. Áõ�ïßïñßæïõí �ïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò: (1) �áõ�ï�éêüò, (2) xi ↔ x̄i, (3) xi ↔ 1, (4)x̄i ↔ 1, (5) x̄i → 1; xi → x̄i, (6) x̄i → xi; xi → 1Áðïäåéêíýå�áé åýêïëá ( [Sas91℄ ) ü�é ç óõíÜñ�çóç g ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çíåöáñìïãÞ êáèåíüò áðü �ïõò ðáñáðÜíù ìå�áó÷çìá�éóìïýò Ý÷åé �ï ßäéï âÜñïò ìå �çíáñ÷éêÞ óõíÜñ�çóç f .Ïñéóìüò 16 (Ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò LP). ¸ó�ù ó÷Ýóç ∼ ìå�áîý óõíáñ�Þóåùí nìå�áâëç�þí ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé1) f ∼ f2) Áí g = f(· · · ; xi; · · · ; xj ; · · · ) êáé h = f(· · · ; xj ; · · · ; xi; · · · ), �ü�å g ∼ h3) Áí [g0g1] = M · [f0f1

], üðïõ M äõáäéêüò 2× 2 ðßíáêáò ìå |M | 6= 0, �ü�å f ∼ g
Ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò LP äéáìåñßæåé �ï ÷þñï �ùí óõíáñ�Þóåùí óå êëÜóåéò éóï-äõíáìßáò LP. �éá êÜèå æåýãïò óõíáñ�Þóåùí f ∼ g �á âÜñç �ùí f; g åßíáé ßäéá.�áñÜäåéãìá 18 ( [KS93℄ ). Ïé óõíáñ�Þóåéò 2 ìå�áâëç�þí äéáìåñßæïí�áé óå áêñé-âþò 3 êëÜóåéò éóïäõíáìßáò LP, ïé ïðïßåò ðáñïõóéÜæïí�áé ó�ïí ðßíáêá 2.1.
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�ßíáêáò 2.1: ÊëÜóåéò éóïäõíáìßáò LP óõíáñ�Þóåùí 2 ìå�áâëç�þíÊëÜóç Éóïäõíáìßáò Óõíáñ�Þóåéò1 02 x̄1x̄2, x̄1x2, x1x̄2, x1x2, x̄1, x1, x̄2, x2, 13 x1 ⊕ x̄2, x1 ⊕ x2, 1⊕ x̄1x̄2, 1⊕ x̄1x2, 1⊕ x1x̄2, 1⊕ x1x2

�áñá�çñåß�áé ü�é åßíáé äõíá�ü íá ïñéó�åß ìßá ïëéêÞ äéÜ�áîç ìå�áîý üëùí �ùíäõíá�þí ESOP ðáñáó�Üóåùí óõíáñ�Þóåùí n ìå�áâëç�þí, åö' üóïí êÜèå ESOPðáñÜó�áóç åßíáé Ýíá óýíïëï êýâùí êáé õðÜñ÷ïõí áêñéâþò 3n äéáêñé�ïß êýâïé. ÂÜóåéìßáò �Ý�ïéáò ïëéêÞò äéÜ�áîçò åßíáé äõíá�ü íá åðéëå÷èåß ìßá óõíÜñ�çóç áðü êÜèåêëÜóç éóïäõíáìßáò LP ç ïðïßá èá �çí ÷áñáê�çñßæåé.�áñÜäåéãìá 19. 3 ðéèáíÝò ÷áñáê�çñéó�éêÝò óõíáñ�Þóåéò ãéá �éò 3 êëÜóåéò éóï-äõíáìßáò LP �ïõ ðáñáäåßãìá�ïò 18 åßíáé ïé 0; x̄1x̄2; x1 ⊕ x̄2 áí�ßó�ïé÷á.ÂÜóåé �ïõ ïñéóìïý �çò LP éóïäõíáìßáò Þ ìå �ç âïÞèåéá Üëëùí êáíïíéêþí áíáðá-ñáó�Üóåùí [KS93℄ åßíáé äõíá�ü íá åí�ïðéó�åß ó÷å�éêÜ áðïäï�éêÜ ç ÷áñáê�çñéó�éêÞóõíÜñ�çóç �çò êëÜóçò éóïäõíáìßáò LP ó�çí ïðïßá áíÞêåé äïóìÝíç óõíÜñ�çóç f .¸ó�ù F ìßá áêñéâÞò ESOP ðáñÜó�áóç óõíÜñ�çóçò f êáé p Ýíáò êýâïò �çòF . Ôü�å éó÷ýåé ü�é w(F ⊕ p) = w(f) − 1. �åíéêü�åñá, ãéá �õ÷áßï êýâï q, éó÷ýåéw(f)− 1 ≤ w(F ⊕ q) ≤ w(f) + 1.Ç ðáñáðÜíù ðáñá�Þñçóç õðïäåéêíýåé �ïí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêü áëãüñéèìï 1 ãéá�ïí õðïëïãéóìü áêñéâþí ESOP ðáñáó�Üóåùí ãéá üëåò �éò ÷áñáê�çñéó�éêÝò óõíáñ-�Þóåéò n ìå�áâëç�þí, üðïõ LP (n; t) �ï óýíïëï �ùí ÷áñáê�çñéó�éêþí óõíáñ�Þóåùín ìå�áâëç�þí âÜñïõò t, M(n; t) �á áêñéâÞ ESOPs �ùí óõíáñ�Þóåùí ó�ï LP (n; t)êáé rf(f) ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ óõíÜñ�çóç �çò f .Algorithm 1: Õðïëïãéóìüò áêñéâþí ESOP ÷áñáê�çñéó�éêþí óõíáñ�Þ-óåùí n ìå�áâëç�þíbegint← 1 ;repeat
∀ 
ube p : SE(t) ≡ {F ⊕ p|F ∈M(n; t)} ;LE(t) ≡ {rf(f)|f ∈ SE(t)} ;LP (n; t + 1) ≡ {LE(t) \ {LP (n; s)|s ≤ t}} ;M(n; t + 1) ≡ {G ∈ SE(t)|rf(G) ∈ LP (n; t + 1)} ;t← t + 1 ;until exa
t ESOPs for all 
hara
teristi
 fun
tions are obtained ;endÇ åöáñìïóéìü�ç�á �çò ðñïóÝããéóçò �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ó�ï ðñüâëçìá�çò áêñéâïýò ESOP åëá÷éó�ïðïßçóçò åîáñ�Ü�áé Üìåóá áðü �ï ðëÞèïò �ùí êëÜóåùí
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éóïäõíáìßáò ãéá äïóìÝíï ðëÞèïò ìå�áâëç�þí n. �éá n = 4, Ýíáò áëãåâñéêüò öïñìá-ëéóìüò âáóéóìÝíïò óå Krone
ker ãéíüìåíá ðéíÜêùí êáé LP éóïäõíáìßåò åðéëýåé �ïðñüâëçìá áðïäï�éêÜ [BDD73℄. �éá n = 5, ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò LP åßíáé áêñéâþò6936 êáé ï áëãüñéèìïò 1 åßíáé ðñáê�éêüò.�éá n = 6, ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò LP åßíáé ≥ 5:5 · 1011. Ï áëãüñéèìïò 1 äåíìðïñåß ðëÝïí íá äþóåé ëýóåéò, üìùò ðáñïëáõ�Ü ç ðñïóÝããéóç �ùí êëÜóåùí éóïäõ-íáìßáò âñßóêåé ðñáê�éêÞ åöáñìïãÞ ìå �ç âïÞèåéá áëãïñéèìéêþí âåë�éó�ïðïéÞóåùíðñïóáñìïóìÝíùí ó�çí ðåñßð�ùóç n = 6. �éá n = 7, �ï ðëÞèïò �ùí êëÜóåùí åßíáé�çò �Üîçò 1028 êáé �ï ðñüâëçìá äåí åßíáé ðëÝïí åðéëýóéìï.
2.1.3 Hirayama, Nishitani, Sato¸ó�ù óõíÜñ�çóç f , n ìå�áâëç�þí. ÊÜèå åëÜ÷éó�ç ESOP ðáñÜó�áóÞ �çò Fåßíáé �çò ìïñöÞò F = x1 · FA ⊕ x̄1 · FB ⊕ 1 · FCüðïõ f1 = FA ⊕ FC êáé f0 = FB ⊕ FC .¸ó�ù ü�é �á âÜñç �ùí óõíáñ�Þóåùí n− 1 ìå�áâëç�þí åßíáé ãíùó�Ü.Ôü�å éó÷ýåé w(f) = ming∈̥k{w(f0 ⊕ g) + w(f1 ⊕ g) + w(g)}
üðïõ ̥

k �ï óýíïëï �ùí óõíáñ�Þóåùí k ìå�áâëç�þí.Ç ðáñáðÜíù ðáñá�Þñçóç áîéïðïéåß�áé ó�ïí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêü áëãüñéèìï 2.
Algorithm 2: findW (f; n)beginw ← 2n ;if f = 0 thenreturn 0;endifif n = 1 thenreturn 1;endiffor all g ∈ ̥

n−1 dowA = findW (f0 ⊕ g; n− 1);wB = findW (f1 ⊕ g; n− 1);wC = findW (g; n− 1);w = min{w;wA + wB + wC};endforreturn w;end
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�áñá�çñåß�áé ü�é ï áëãüñéèìïò 2 ìðïñåß åýêïëá íá ðñïóáñìïó�åß þó�å íá åí�ï-ðßæåé ìßá áêñéâÞ ESOP ðáñÜó�áóç äïóìÝíçò óõíÜñ�çóçò f . Ó�ç óõãêåêñéìÝíç �ïõìïñöÞ üìùò, åßíáé ìç ðñáê�éêüò áêüìç êáé ãéá ðïëý ìéêñü ðëÞèïò ìå�áâëç�þí, åö'üóïí �ï ðëÞèïò �ùí óõíáñ�Þóåùí n ìå�áâëç�þí åßíáé 22n .Ó�çí [HSN03℄ ðáñïõóéÜæïí�áé Ýîõðíïé åõñéó�éêïß êáíüíåò, ìå �ç âïÞèåéá �ùíïðïßùí �ï ðëÞèïò �ùí óõíáñ�Þóåùí g ðïõ åîå�Üæïí�áé ó�ïí áëãüñéèìï 2 åßíáé óç-ìáí�éêÜ ìéêñü�åñï �ïõ 22n .Åðéóçìáßíå�áé ü�é ç óõãêåêñéìÝíç ðñïóÝããéóç ðáñÝ÷åé �ïõò êáëý�åñïõò ÷ñüíïõòåê�Ýëåóçò ìå�áîý üëùí �ùí áëãüñéèìùí áêñéâïýò ESOP åëá÷éó�ïðïßçóçò ðïõ õðÜñ-÷ïõí ó�çí âéâëéïãñáößá1 åê�üò �çò ðñïóÝããéóçò ðïõ ðáñïõóéÜæå�áé ó�çí ðáñïýóáäéá�ñéâÞ.

2.2 Åõñéó�éêÞ Åëá÷éó�ïðïßçóç¼ðùò åßíáé áíáìåíüìåíï, áðü �ç öýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, ïðïéáäÞðï�å áêñéâÞòðñïóÝããéóç äåí Ý÷åé �ç äõíá�ü�ç�á íá áí�éìå�ùðßóåé óõíáñ�Þóåéò ìåãÜëïõ ðëÞèïõòìå�áâëç�þí. Ç ìåëÝ�ç áêñéâþí ðñïóåããßóåùí, óçìáí�éêÞ áðü ìüíç �çò óå èåùñç-�éêü åðßðåäï, óõ÷íÜ ïäçãåß ó�çí áðüê�çóç ðåñéóóü�åñçò äéáßóèçóçò åðß �ïõ ðñïâëÞ-ìá�ïò, ç ïðïßá êáé ïäçãåß óå ðåñéóóü�åñï áðïäï�éêïýò åõñéó�éêïýò áëãüñéèìïõò.�áñáêÜ�ù ðáñïõóéÜæïí�áé 5 åõñéó�éêïß áëãüñéèìïé. �áñá�çñåß�áé ü�é ïé áðï-äï�éêü�åñïé áðü áõ�ïýò âáóßæïí�áé óå êÜðïéáò ìïñöÞò ìå�áó÷çìá�éóìïý êýâùí.ÓõãêåêñéìÝíá, äïóìÝíçò êÜðïéáò �ñÝ÷ïõóáò ìç-åëÜ÷éó�çò ESOP ðáñÜó�áóçò, õðï-óýíïëï �ùí êýâùí �çò åðéëÝãå�áé êáé ìå�áó÷çìá�ßæå�áé óå éóïäýíáìï õðïóýíïëïßäéïõ Þ äéáöïñå�éêïý ðëÞèïõò êýâùí, Ý�óé þó�å �ï ðëÞèïò �çò óõíïëéêÞò ðáñÜó�áóçòíá åëëá�þíå�áé ó�áäéáêÜ.
2.2.1 Even, Kohavi, Paz¸ó�ù óõíÜñ�çóç f êáé F ìßá áñ÷éêÞ ESOP ðáñÜó�áóÞ �çò ç ïðïßá áðï�åëåß�áéáðü �ïõò åëá÷éó�üñïõò �çò f óå PN ìïñöÞ.
�áñÜäåéãìá 20 ( [EKA67℄ ). ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóçf = x̄1 ⊕ x2x3 ⊕ x1x̄2x̄3Ïé åëá÷éó�üñïé �çò åßíáé ïéx̄1x̄2x̄3; x̄1x̄2x3; x̄1x2x̄3; x1x̄2x̄3; x1x2x31ÄåêÝìâñéïò 2005
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Ç áñ÷éêÞ ESOP ðáñÜó�áóç �çò f äßäå�áé ðáñáêÜ�ù óå PN ìïñöÞ

000
001
010
100
111

Ç F ìå�áó÷çìá�ßæå�áé ó�áäéáêÜ óå ðáñÜó�áóç ìå ìéêñü�åñï ðëÞèïò êýâùí,åöáñìüæïí�áò �ïõò ðáñáêÜ�ù 4 ìå�áó÷çìá�éóìïýò.1. (Merger) Ï óõãêåêñéìÝíïò ìå�áó÷çìá�éóìüò âáóßæå�áé ó�çí éóü�ç�á x1 ⊕x̄1 = 1. Åöáñìüæå�áé óå æåýãïò êýâùí �çò ìïñöÞò
· · ·xi · · ·
· · · x̄i · · ·ïé ïðïßïé áí�éêáèßó�áí�áé áðü �ïí êýâï
· · · − · · ·�áñÜäåéãìá 21.

01− 10
00− 10

}

−→ 0−−10

2. (Ex
lusion) Ï óõãêåêñéìÝíïò ìå�áó÷çìá�éóìüò âáóßæå�áé ó�çí éóü�ç�á Á⊕
1 = Ā.�áñÜäåéãìá 22.

01− 10
0−−10

}

−→ 00− 10

3. (In
rease of Order) Âáóßæå�áé ó�çí éóü�ç�á xixj ⊕ x̄j = 1⊕ x̄ixj�áñÜäåéãìá 23.
01− 10
0−−00

}

−→

{

00− 10
0−−− 04. (Bridging) Ï �åëåõ�áßïò ìå�áó÷çìá�éóìüò âáóßæå�áé ó�çí éóü�ç�áxixj ⊕ x̄ix̄j = x̄i ⊕ xj = xi ⊕ x̄j�áñÜäåéãìá 24.

01− 10
00− 00

}

−→

{

00−−0
0−−10or

01− 10
00− 00

}

−→

{

01−−0
0−−00
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Algorithm 3: MinimizerEKP (f)beginobtain initial ESOP from f ;done← false;repeatif Merger Operation Appli
able thenApply Merger;else if Ex
lusion Operation Appli
able thenApply Ex
lusion;else if In
rease of Order Operation Appli
able thenApply In
rease of Order;else if Bridging Operation Appli
able thenApply Bridging;else done← true;until done ;end
Ïé ìå�áó÷çìá�éóìïß åöáñìüæïí�áé üðùò äåß÷íå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 3. Ï áëãü-ñéèìïò �åñìá�ßæåé ü�áí äåí åßíáé äõíá�Þ ç ðåñáé�Ýñù åöáñìïãÞ êáíåíüò áðü �ïõò 4ìå�áó÷çìá�éóìïýò.�áñÜäåéãìá 25. Ç óõíÜñ�çóç �ïõ ðáñáäåßãìá�ïò 20 åëá÷éó�ïðïéåß�áé ùò åîÞò:
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Ç �åëéêÞ ESOP ðáñÜó�áóç åßíáé ç x̄1 ⊕ x2x3 ⊕ x1x̄2x̄3.Ç åñãáóßá �ùí Even, Kohavi, Paz [EKA67℄ åßíáé áðü �éò ðáëáéü�åñåò ðïõ áó÷ï-ëÞèçêáí ìå �ï ðñüâëçìá �çò åõñéó�éêÞò ESOP åëá÷éó�ïðïßçóçò. Ïé ìå�áó÷çìá�é-óìïß ðïõ ðñï�Üèçêáí ó�ïí áëãüñéèìï 3, áí êáé öáéíïìåíéêÜ áðëïß, åßíáé éäéáß�åñáéó÷õñïß ó�çí ðñÜîç êáé åìöáíßæïí�áé óõ÷íÜ óå ìå�Ýðåé�á áëãüñéèìïõò.
2.2.2 Dani, PopelÓå ðñüóöá�ç åñãáóßá ðñï�Üèçêå ç ÷ñÞóç Sierpinski Gasket Fra
tals ãéá �çíESOP åëá÷éó�ïðïßçóç [DP01℄. ÄïóìÝíçò óõíÜñ�çóçò f n ìå�áâëç�þí, êá�áóêåõÜ-æå�áé áíáäñïìéêÜ ãñÜöçìá 3n êüìâùí, ïé ïðïßïé áí�éó�ïé÷ïýí ó�ïõò ðéèáíïýò êý-âïõò ìßáò ESOP ðáñÜó�áóçò �çò f .Áñ÷éêÜ �ï ãñÜöçìá áðï�åëåß�áé áðü 3 êüìâïõò óõíäåäåìÝíïõò êõêëéêÜ üðùòöáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 2.4 (a),(b). Áêïëïýèùò, êÜèå êüìâïò áí�éêáèßó�á�áé áðü Ýíá
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x̄1
x1

1

x̄2
x2

1

1

x̄2 x2

x̄1 x1

x̄1x2 x1x̄2x̄1x̄2
x1x2(a) (b) (
)Ó÷Þìá 2.4: Sierpinski Gadget ìßáò (a,b) êáé äýï (
) ìå�áâëç�þí.

ãñÜöçìá 3 êüìâùí (ó÷Þìá 2.4 (
)). Ó�ï �Ýëïò �çò i-ïó�Þò åðáíÜëçøçò �ï ãñÜöçìááðï�åëåß�áé áðü 3i+1 êüìâïõò åíþ ìå�Ü áðü (n−1) åðáíáëÞøåéò ðáñÜãå�áé �ï �åëéêüãñÜöçìá 3n êüìâùí.�éá êÜèå êüìâï v �ïõ ãñáöÞìá�ïò êñá�åß�áé äõáäéêÞ ðëçñïöïñßá w(v) ∈ {0; 1}ðïõ õðïäçëþíåé �çí ýðáñîç Þ ü÷é �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ êýâïõ ó�çí ESOP ðáñÜó�áóç.Ôï ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá Ý÷åé �çí ÷ñÞóéìç éäéü�ç�á ü�é ãéá êÜèå êüìâï p, õðÜñ÷ïõí�ïõëÜ÷éó�ï 2 Üëëïé êüìâïé p1; p2 ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýåép⊕ p1 ⊕ p2 = 0Áñ÷éêÜ, éó÷ýåé w(v) = 1 ãéÜ üëïõò �ïõò êüìâïõò v ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�ïõòåëá÷éó�üñïõò �çò óõíÜñ�çóçò f . ¸ðåé�á åöáñìüæïí�áé åðáíáëçð�éêÜ ïé 2 ìå�áó÷ç-ìá�éóìïß åðß �ùí âáñþí w(v) ðïõ ðáñïõóéÜæïí�áé ó�ï ó÷Þìá 2.5. ÊÜèå ìå�áó÷ç-ìá�éóìüò åöáñìüæå�áé åðß 3 êüìâùí p1; p2; p3 ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýåé ç éäéü�ç�áp1 ⊕ p2 ⊕ p3 = 0.�áñÜäåéãìá 26. ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóçf = x̄1x̄2 ⊕ x1x̄2 ⊕ x1x2Ôï áí�ßó�ïé÷ï Sierpinski Gadget áðåéêïíßæå�áé ó�ï ó÷Þìá 2.6. Ó�ï ó÷Þìá 2.7åìöáíßæå�áé ìßá áêïëïõèßá ìå�áó÷çìá�éóìþí ç ïðïßá ïäçãåß ó�çí ðáñÜó�áóç
1⊕ x̄1x2ç ïðïßá åßíáé êáé åëÜ÷éó�ç ãéá �ç óõãêåêñéìÝíç óõíÜñ�çóç.

2.2.3 EXMIN2�áñáêÜ�ù ðáñïõóéÜæå�áé ï áëãüñéèìïò EXMIN2 [Sas93
℄, Ýíáò áêüìç áëãüñéè-ìïò âáóéóìÝíïò óå ìå�áó÷çìá�éóìïýò êýâùí. Ï áñ÷éêüò öïñìáëéóìüò åßíáé éêáíüòíá ÷åéñéó�åß óõíáñ�Þóåéò ìå ìå�áâëç�Ýò ðïëëáðëþí �éìþí, üìùò åäþ ðáñïõóéÜæïõìå
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(1) (1)(b)Ó÷Þìá 2.5: Ìå�áó÷çìá�éóìïß
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Ó÷Þìá 2.6: Sierpinski Gadget ðáñáäåßãìá�ïò 26
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(
) (d)Ó÷Þìá 2.7: Áêïëïõèßá ìå�áó÷çìá�éóìþí ðáñáäåßãìá�ïò 26
�ïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò üðùò áõ�ïß åöáñìüæïí�áé óå äõáäéêÝò ìå�áâëç�Ýò ãéá áðëü-�ç�á.Ïé ðñï�åéíüìåíïé ìå�áó÷çìá�éóìïß åßíáé ïé ðáñáêÜ�ù ïê�þ.1. (x−merge) x⊕ x = 0; x⊕ x̄ = 1; x⊕ 1 = x̄; x̄⊕ 1 = x2. (reshape) x1 · x2 ⊕ x̄2 = x̄1 · x̄2 ⊕ x13. (dual − 
omplement) x1 ⊕ x2 = x̄1 ⊕ x̄24. (x− expand− 1) x1 · x̄2 ⊕ x̄1 · x2 = x1 ⊕ x25. (x− expand− 2) x1 · x2 ⊕ x̄2 = 1⊕ x̄1 · x26. (x− redu
e− 1) x1 ⊕ x2 = x1 · x̄2 ⊕ x̄1 · x2
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(
) (d)Ó÷Þìá 2.8: �áñÜäåéãìá åëá÷éó�ïðïßçóçò ìå �ç âïÞèåéá �ïõ EXMIN2. (a)×Üñ�çò Karnaugh añ÷éêÞò óõíÜñ�çóçò. (b) ÅöáñìïãÞ x−expand−2. (
),(d)ÅöáñìïãÞ x−merge.
7. (x− redu
e− 2)

1⊕ x̄1 · x2 = x1 · x2 ⊕ x̄28. (split)
1 = x̄⊕ x�áñá�çñåß�áé ü�é ï ìïíáäéêüò ìå�áó÷çìá�éóìüò ï ïðïßïò Ý÷åé �ç äõíá�ü�ç�áíá ìåéþóåé �ï ìÝãåèïò êÜðïéáò ðáñÜó�áóçò åßíáé ï ìå�áó÷çìá�éóìüò x − merge.Ïé õðüëïéðïé ìå�áó÷çìá�éóìïß ìå�á�ñÝðïõí �çí �ñÝ÷ïõóá ESOP ðáñÜó�áóç ü�áíäåí åßíáé äõíá�Þ ç åöáñìïãÞ �ïõ x − merge. ÅðéðëÝïí, ï ìå�áó÷çìá�éóìüò splitåßíáé ï ìïíáäéêüò ï ïðïßïò áõîÜíåé �ï ìÝãåèïò �çò ðáñÜó�áóçò. Åðé�ñÝðå�áé ìüíïü�áí êáíÝíáò áðü �ïõò õðüëïéðïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò äåí åßíáé åöáñìüóéìïò, ìå�çí åëðßäá ü�é óå ìå�Ýðåé�á âÞìá, �ï ìÝãåèïò �çò ðáñÜó�áóçò èá ìåéùèåß ðåñáé�Ýñù.�áñÜäåéãìá 27 ( [Sas93
℄ ). Ó�ï ó÷Þìá 2.8 äßíå�áé Ýíá ðáñÜäåéãìá åëá÷éó�ïðïßç-óçò ìå �ç âïÞèåéá �ïõ áëãüñéèìïõ EXMIN2. Ç áñ÷éêÞ ðáñÜó�áóç áðåéêïíßæå�áé
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ó�ï ó÷Þìá 2.8 (a), åíþ ç �åëéêÞ ðáñÜó�áóç åìöáíßæå�áé ó�ï ó÷Þìá 2.8 (d) êáéáí�ßó�ïé÷åé ó�çí ðáñÜó�áóç x̄1x̄3 ⊕ x2x̄4 ⊕ x1x2x3x4

2.2.4 Helliwell, Song, Mish
henko, Perkowski { Exor
ism4¸ó�ù x1; x2 äýï ðïëý�éìåò ìå�áâëç�Ýò. �áñá�çñåß�áé ü�éxS1

1 xS2

2 ⊕ xR1

1 xR2

2 = (xS1

1 xS2⊕R2

2 ⊕ xS1

1 xR2

2 )⊕ xR1

1 xR2

2

= xS1

1 xS2⊕R2

2 ⊕ (xS1

1 xR2

2 ⊕ xR1

1 xR2

2 )

= xS1

1 xS2⊕R2

2 ⊕ xS1⊕R1

1 xR2

2�áñÜäåéãìá 28. x1x2 ⊕ x̄1x̄2 = x{1}1 x{1}2 ⊕ x{0}1 x{0}2

= x{1}1 x{0;1}2 ⊕ x{0;1}1 x{0}2

= x{1}1 ⊕ x{0}2

= x1 ⊕ x̄2Ç ðáñáðÜíù ðáñá�Þñçóç åßíáé äõíá�ü íá ãåíéêåõ�åß þó�å íá åßíáé åöáñìüóéìçóå êýâïõò ìå ðåñéóóü�åñåò áðü äýï ìå�áâëç�Ýò. Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò ðïõ ðñïêýð�åéïíïìÜæå�áé exorlink êáé ðáñïõóéÜæå�áé ðáñáêÜ�ù.
xS1

1 xS2

2 · · ·xSnn ⊕ xR1

1 xR2

2 · · ·xRnn =
n

⊕i=1

xS1

1 · · ·xSi−1i−1 xSi⊕Rii xRi+1i+1 : : : xRnn�áñÜäåéãìá 29. Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò exorlink åðß äýï êýâùí 3 ìå�áâëç�þí åßíáéï ðáñáêÜ�ù. xS1

1 xS2

2 xS3

3 ⊕ xR1

1 xR2

2 xR3

3 = xS1⊕R1

1 xR2

2 xR3

3 ⊕xS1

1 xS2⊕R2

2 xR3

3 ⊕xS1

1 xS2

2 xS3⊕R3

3Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò exorlink äÝ÷å�áé äýï êýâïõò n ìå�áâëç�þí êáé ðáñÜãåé �ïðïëý n íÝïõò êýâïõò. ÁêñéâÝó�åñá, ãéá êÜèå i : Si 6= Ri ðáñÜãå�áé Ýíáò íÝïò êýâïò.ÅðïìÝíùò, äýï êýâïé áðüó�áóçò d èá ðáñÜîïõí áêñéâþò d íÝïõò êýâïõò.�áñá�çñåß�áé åðßóçò ü�é, ãéá n ≥ 2, ï ìå�áó÷çìá�éóìüò äåí åßíáé óõììå�ñéêüò,äçëáäÞ ãéá êýâïõò C1; C2, ï exorlink(C1; C2) ðáñÜãåé äéáöïñå�éêïýò êýâïõò áðü�ïí exorlink(C2; C1). ÅðïìÝíùò, äïóìÝíùí äýï êýâùí, ïé åöéê�ïß ìå�áó÷çìá�éóìïßåßíáé ðåñéóóü�åñïé �ïõ åíüò. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá êýâïõò áðüó�áóçò d, ïé ðéèáíïßìå�áó÷çìá�éóìïß åßíáé �ï ðïëý d!.Ç éó÷ýò �ïõ ðáñáðÜíù ìå�áó÷çìá�éóìïý ìðïñåß íá äåé÷èåß ü�é åßíáé ìåãáëý�åñçáðü áõ�Þ üëùí �ùí ìå�áó÷çìá�éóìþí ðïõ ðáñïõóéÜó�çêáí ùò �þñá, äéü�é åßíáé
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õðåñóýíïëü �ïõò. Áðï�åëåß �ç âÜóç ìßáò óåéñÜò åõñéó�éêþí áëãüñéèìùí ãéá åëá÷é-ó�ïðïßçóç ESOP ðáñáó�Üóåùí ðïõ Ý÷ïõí ðáñïõóéáó�åß ó�ç âéâëéïãñáößá.Ï ðëÝïí ðñüóöá�ïò áëãüñéèìïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß �ïí ðáñáðÜíù ìå�áó÷çìá�éóìüïíïìÜæå�áé exor
ism4 êáé êá�Ý÷åé �á ðñù�åßá2 ìå�áîý �ùí áëãüñéèìùí åõñéó�éêÞòESOP åëá÷éó�ïðïßçóçò [MP01℄. Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò åöáñìüæå�áé óå êýâïõò ïéïðïßïé áðÝ÷ïõí �ï ðïëý áðüó�áóç 4 ìå�áîý �ïõò, Ý�óé þó�å ïé åíäéÜìåóåò ðáñáó�Ü-óåéò íá ìçí áõîÜíïõí óçìáí�éêÜ óå ìÝãåèïò êá�Ü �çí åöáñìïãÞ �ïõ ìå�áó÷çìá�é-óìïý.

2ÄåêÝìâñéïò 2005
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Èåùñç�éêüò Öïñìáëéóìüò

We 
an only see a short distan
e ahead, but we 
ansee plenty there that needs to be done. Alan Turing
Ôï êåöÜëáéï áõ�ü óõãêåí�ñþíåé �á èåùñç�éêÜ áðï�åëÝóìá�á �çò äéá�ñéâÞò. Áñ-÷éêÜ ðáñïõóéÜæïõìå äéáéóèç�éêÜ �ç âáóéêÞ éäÝá ðßóù áðü �çí ðñïóÝããéóÞ ìáò.Áêïëïõèåß ç áíÜëõóç �çò èåùñßáò ãéá óõíáñ�Þóåéò ìïíáäéêÞò åîüäïõ. Ôá áðï-�åëÝóìá�á ðáñïõóéÜæïí�áé �ìçìá�éêÜ, áíÜëïãá ìå �ï âÜñïò �çò óõíÜñ�çóçò ðñïòåëá÷éó�ïðïßçóç. ÅðéëÝîáìå áõ�ü �ïí �ñüðï ðáñïõóßáóçò þó�å ï áíáãíþó�çò íá Ýñ-÷å�áé ó�áäéáêÜ óå åðáöÞ ìå �éò âáóéêÝò éäÝåò ðßóù áðü �ç èåùñç�éêÞ ðáñïõóßáóç. Ç�ìçìá�ïðïßçóç �ùí âáñþí �ùí óõíáñ�Þóåùí ó�á äéáó�Þìá�á [1; 7],[8; 12],[13;+∞]ãßíå�áé åýêïëá êá�áíïç�Þ êá�Ü �çí áíÜãíùóç �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí.¸ðåé�á ìåëå�ïýìå �çí åëá÷éó�ïðïßçóç óõíáñ�Þóåùí ðïëëáðëþí åîüäùí. �á-ñïõóéÜæïõìå ìßá áíáãùãÞ áðü óõíáñ�Þóåéò ðïëëáðëþí åîüäùí óå ðïëý�éìåò óõíáñ-�Þóåéò ìßáò åîüäïõ êáé áðïäåéêíýïõìå ü�é åßíáé áñêå�Þ ãéá �çí áêñéâÞ åëá÷éó�ï-ðïßçóç óõíáñ�Þóåùí ðïëëáðëþí åîüäùí.ÔÝëïò, ðáñïõóéÜæïõìå �ç èåùñç�éêÞ áíÜëõóç �ùí ðñï�åéíüìåíùí ìå�áó÷çìá�é-óìþí êýâùí ïé ïðïßïé áîéïðïéïýí�áé óå åõñéó�éêïýò áëãüñéèìïõò. Áðïäåéêíýïõìåü�é ïé óõãêåêñéìÝíïé ìå�áó÷çìá�éóìïß åßíáé õðåñóýíïëï ïðïéïõäÞðï�å äõíá�ïý ìå-�áó÷çìá�éóìïý êýâùí êáé åðïìÝíùò, üëùí �ùí ðñï�åéíüìåíùí ìå�áó÷çìá�éóìþí�çò âéâëéïãñáößáò.

3.1 Äéáéóèç�éêÞ ðáñïõóßáóçÔï ðñüâëçìá �çò ESOP åëá÷éó�ïðïßçóçò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f åßíáé éóïäýíáìïìå �ïí åí�ïðéóìü ìßáò ESOP ðáñÜó�áóçò, äçëáäÞ åíüò óõíüëïõ êýâùí, Ý�óé þó�å�ï áðïêëåéó�éêü ¹ (XOR) �ïõò íá áíáðáñéó�Ü �çí f åíþ �ï ðëÞèïò �ùí êýâùí íáåßíáé �ï åëÜ÷éó�ï äõíá�ü.
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�éá óõíáñ�Þóåéò n ìå�áâëç�þí, �ï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí åëá÷éó�üñùí åßíáé

2n, åðïìÝíùò üëåò ïé äéáêñé�Ýò óõíáñ�Þóåéò åßíáé áêñéâþò 22n . Ôï ðëÞèïò �ùíäéáöïñå�éêþí êýâùí åßíáé 3n, äéü�é êÜèå ìå�áâëç�Þ èá õðÜñ÷åé óå áêñéâþò ìßá áðü�éò �ñåéò äõíá�Ýò ðïëéêü�ç�Ýò �çò (xi; x̄i; 1) óå êÜèå êýâï. ÕðÜñ÷ïõí åðïìÝíùò, �ïðïëý 23n äéáöïñå�éêÝò ESOP ðáñáó�Üóåéò ãéá óõíáñ�Þóåéò n ìå�áâëç�þí.Ôï ðáñáðÜíù üñéï åßíáé åîáéñå�éêÜ ÷áëáñü ü�áí åîå�Üæïõìå áêñéâåßò ESOPåêöñÜóåéò, äåäïìÝíïõ ü�é åßíáé ãíùó�Ü Üíù üñéá ãéá �á âÜñç óõíáñ�Þóåùí, üðùòÝ÷ïõìå äåé óå ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï. �éá ðáñÜäåéãìá, åßíáé ãíùó�ü ü�é ïé óõíáñ-�Þóåéò �åóóÜñùí ìå�áâëç�þí Ý÷ïõí âÜñïò �ï ðïëý Ýîé, åðïìÝíùò ïé äéáêñé�Ýò ESOPåêöñÜóåéò �ïõò åßíáé �ï ðïëý
6

∑i=1

(

34i )

= 236:783:995:281

åê�ßìçóç óáöþò êáëý�åñç �çò
234

= 281Åßíáé åìöáíÝò ü�é áêüìç êáé ãéá n = 4, �ï ðñüâëçìá åßíáé áñêå�Ü ðåñßðëïêï ãéá í'áí�éìå�ùðéó�åß ìå åîáí�ëç�éêïýò áëãüñéèìïõò. Ç ðñï�åéíüìåíç áêñéâÞò ðñïóÝããéóçâáóßæå�áé ó�çí �å÷íéêÞ �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý êáé áðï�åëåß�áé áðü �áðáñáêÜ�ù äýï ó�Üäéá.Ó�ï ðñþ�ï ó�Üäéï, åí�ïðßæå�áé Ýíá óýíïëï k íÝùí óõíáñ�Þóåùí f ′i ïé ïðïßåòðáñÜãïí�áé áðü �çí f , Ý�óé þó�å ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �çò åëá÷é-ó�ïðïßçóçò �ùí óõíáñ�Þóåùí f ′i íá åßíáé óáöþò ìéêñü�åñç áõ�Þò ãéá �ï áñ÷éêüðñüâëçìá.Ó�ï äåý�åñï ó�Üäéï, åîå�Üæïí�áé ïé åêöñÜóåéò ðïõ ðñïÝêõøáí áðü �çí åëá÷éó�ï-ðïßçóç �ùí óõíáñ�Þóåùí f ′i êáé êá�áóêåõÜæïí�áé áêñéâåßò ESOP åêöñÜóåéò ãéá �çóõíÜñ�çóç f .Ç åðéëïãÞ �ïõ óõíüëïõ {f ′i} êá�Ü �ï ðñþ�ï ó�Üäéï èá ðñÝðåé íá åßíáé �Ý�ïéá þó�åíá ðáñÜãå�áé ó÷å�éêÜ ãñÞãïñá êáé íá äéåõêïëýíåé �çí áíáóýíèåóç �ùí åêöñÜóåùíãéá �çí f êá�Ü �ï äåý�åñï ó�Üäéï.ÄïóìÝíçò f , ïé óõíáñ�Þóåéò {f{0}; f{1}; f{0;1}}, üðùò áõ�Ýò ðñïêýð�ïõí áðü �ïíïñéóìü 8, áðáñ�ßæïõí �ï áñ÷éêü óýíïëï. ÊÜèå ìßá áðü �éò ðáñáãüìåíåò óõíáñ�Þ-óåéò åîáñ�Ü�áé áðü �ï ðïëý n− 1 ìå�áâëç�Ýò, åðïìÝíùò �ï ðñüâëçìá �çò áêñéâïýòåëá÷éó�ïðïßçóÞò �ïõò áíáìÝíå�áé íá åßíáé óõãêñé�éêÜ åõêïëü�åñï.ÏðïéáäÞðï�å Ýêöñáóç �çò f èá áðï�åëåß�áé áðü êýâïõò ïé ïðïßïé óõìðåñéëáì-âÜíïõí �çí ìå�áâëç�Þ x1 ó�éò �ñåéò ðéèáíÝò ðïëéêü�ç�Ýò �çòF = x1(P11 ⊕ : : :⊕ P1q) ⊕ x̄1(P21 ⊕ : : :⊕ P2r) ⊕ (P31 ⊕ : : :⊕ P3s)
= x1 ·Ga ⊕ x̄1 ·Gb ⊕ 1 ·G
üðïõ Pij êýâïò ðïõ äåí åîáñ�Ü�áé áðü �ç ìå�áâëç�Þ x1.�áñá�çñïýìå ü�é ïé õðïóõíáñ�Þóåéò

{f{0}; f{1}; f{0;1}}
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åßíáé ßóåò ìå �éò

{Gb ⊕G
; Ga ⊕G
; Ga ⊕Gb}áí�ßó�ïé÷á.Áí êÜðïéï áðü �á q; r; s åßíáé ßóï ìå ìçäÝí �ü�å �ï ðñüâëçìá �ïõ åí�ïðéóìïý ìßáòáêñéâÞò Ýêöñáóçò ESOP ãéá �çí f áðëïðïéåß�áé óçìáí�éêÜ. Áí, ãéá ðáñÜäåéãìá,éó÷ýåé s = 0 êáé åðïìÝíùò G
 = 0, �ü�å f{0} = Ga, f{1} = Gb êáé ìßá áêñéâÞòÝêöñáóç ãéá �çí f ðñïêýð�åé Üìåóá áðü ïðïéáäÞðï�å áêñéâÞ Ýêöñáóç �çò x̄1 · f{0}êáé ïðïéáäÞðï�å áêñéâÞ Ýêöñáóç �çò x1 · f{1}.Ó�çí ðåñéóóü�åñï åíäéáöÝñïõóá ðåñßð�ùóç üðïõ qrs > 0, �ï ðñüâëçìá áíÜãå�áéó�ïí åí�ïðéóìü �ùí êýâùí �çò G
, ïé ïðïßïé åßíáé \êñõììÝíïé" ìÝóá ó�éò åêöñÜóåéò�ùí óõíáñ�Þóåùí f{0} êáé f{1}.Ïé ìç÷áíéóìïß óýìöùíá ìå �ïõò ïðïßïõò åí�ïðßæïí�áé ïé êýâïé �çò G
 äéáöïñï-ðïéïýí�áé áíÜëïãá ìå �ï âÜñïò �çò f êáé ðáñïõóéÜæïí�áé áíáëõ�éêÜ ðáñáêÜ�ù.
3.2 ÁíÜëõóç êá�Ü âÜñïò óõíÜñ�çóçò3.2.1 Óõíáñ�Þóåéò âÜñïõò �ï ðïëý åð�ÜÈåþñçìá 1. ¼ëá �á áêñéâÞ ESOPs ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f ðñïêýð�ïõí áðü �çíõðïóõíÜñ�çóç f j áíí ç õðïóõíÜñ�çóç f i �çò f åßíáé ç ìçäåíéêÞ, üðïõ (j; i) =
{(1; 0); (0; 1); (1; 2)}.Áðüäåéîç. Áðü �éò åîéóþóåéò (1.4), ü�áí ìßá õðïóõíÜñ�çóç f i ëïãéêÞò óõíÜñ�ç-óçò f n ìå�áâëç�þí åßíáé ç ìçäåíéêÞ , �ü�å ïé õðüëïéðåò äýï õðïóõíáñ�Þóåéò åßíáéßóåò êáé ç f ãñÜöå�áé ùò: f = xe1f j (3.1)ìå e = 1; 0; 2 êáé j = 1; 0; 1 ãéá i = 0; 1; 2 áí�ßó�ïé÷á.Ç õðïóõíÜñ�çóç f j äåí åîáñ�Ü�áé áðü �ç ìå�áâëç�Þ x1. �ïëëáðëáóéÜæïí�áò ÝíáESOP g �çò f j ìå �çí x1 óå ïðïéáäÞðï�å ðïëéêü�ç�á, äåí ìå�áâÜëëåé �ï ðëÞèïò �ùíêýâùí ó�çí g. Áðü �çí åîßóùóç (3.1) ðñïêýð�åé w(f) = w(f j) êáé êá�Ü óõíÝðåéá�ï èåþñçìá éó÷ýåé. 2Èåþñçìá 2. ¼ëá �á áêñéâÞ ESOPs ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f ìå âÜñïò ìéêñü�åñï�ïõ Ýîé, ðñïêýð�ïõí áðü �á áêñéâÞ ESOPs �ùí õðïóõíáñ�Þóåþí �çò.Áðüäåéîç. Ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò óõíÜñ�çóçò f ìðïñåß íá ãñáö�åß ó�ç ìïñöÞ:f = xa1(P11 ⊕ : : :⊕ P1q)⊕ xb1(P21 ⊕ : : :⊕ P2r)⊕ x
1(P31 ⊕ : : :⊕ P3s) (3.2)üðïõ a; b; 
 ∈ [0; 1; 2], Pij åßíáé êýâïò êáé w(f) = q + r + s.�åñßð�ùóç 1 ¸ó�ù a = b = 
. Ôü�å ç ó÷Ýóç (3.2) ãñÜöå�áé ùòf = xa1(P11 ⊕ : : :⊕ P1q ⊕ P21 ⊕ : : :⊕ P2r ⊕ P31 ⊕ : : :⊕ P3s) (3.3)
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Þ f = xa1f j üðïõ j = 1; 0; 1 ãéá a = 1; 0; 2 áí�ßó�ïé÷á, óýìöùíá ìå �éòåîéóþóåéò (1.4). ÅðïìÝíùò �ï èåþñçìá éó÷ýåé ãé' áõ�Þ �çí ðåñß�ùóç óýìöùíáìå �ï èåþñçìá 1.�åñßð�ùóç 2 ¸ó�ù áêñéâþò äýï áðü �á a; b; 
 ßóá ìå�áîý �ïõò, ãéá ðáñÜäåéãìáa = b 6= 
 6= a. Ôü�å ç (3.2) ìðïñåß íá ãñáö�åß ùòf = xa1(P11 ⊕ : : :⊕ P1q ⊕ P21 ⊕ : : :⊕ P2r)⊕ x
1(P31 ⊕ : : :⊕ P3s) (3.4)Ç åîßóùóç (3.4) åßíáé ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f êáé f = xa1f i ⊕ x
1f j ìåi; j ∈ [0; 1; 2] óýìöùíá ìå �çí (1.4). ÅðïìÝíùòw(f) = q + r + sêáé w(f i) = q + rüðùò åðßóçò, w(f j) = säéü�é áí õðÞñ÷å áêñéâÞò ëýóç ãéá f i; f j ìå w(f i) < q+ r Þ w(f j) < s �ü�å èáõðÞñ÷å Ýêöñáóç �çò f (óýìöùíá ìå �çí (1.4)) ìå âÜñïò w(f) < q+ r+ s, �ïïðïßï áí�éâáßíåé ó�çí õðüèåóç ü�é w(f) = q + r + s. ÅðïìÝíùò �ï èåþñçìáéó÷ýåé ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç.�åñßð�ùóç 3 ¸ó�ù a 6= b 6= 
 6= a. Ëüãù �çò õðüèåóçò w(f) < 6, �ïõëÜ÷éó�ïÝíá áðü �á q; r; s åßíáé 1, Ýó�ù s = 1. Ôü�å ç (3.2) ãñÜöå�áé ùò åîçòf = xai (P11 ⊕ : : :⊕ P1q)

⊕xbi(P21 ⊕ : : :⊕ P2r)⊕ x
iP31 (3.5)Þ f = xa1(P11 ⊕ : : :⊕ P1q ⊕ P31)

⊕xb1(P21 ⊕ : : :⊕ P2r ⊕ P31) (3.6)Þ f = xa1f i ⊕ xb1f jìå i; j = 0; 1; 2 êáé f i = P11 ⊕ : : :⊕ P1q ⊕ P31 (3.7)f j = P21 ⊕ : : :⊕ P2r ⊕ P31 (3.8)Åö' üóïí w(f) = q + r + 1 ≤ w(f i) + w(f j)ðñïêýð�ïõí óýìöùíá ìå �éò åîéóþóåéò (3.7) êáé (3.8) ïé ðáñáêÜ�ù õðïðåñé-ð�þóåéò.
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Õðïðåñßð�ùóç 1 w(f i) = q + 1 and w(f j) = r + 1Õðïðåñßð�ùóç 2 w(f i) = q + 1 and w(f j) = rÕðïðåñßð�ùóç 3 w(f i) = q and w(f j) = r + 1Ó�çí ðñþ�ç õðïðåñßð�ùóç, ç (3.7) åßíáé áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò õðïóõíÜñ�çóçòf i êáé ç (3.8) åßíáé áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò õðïóõíÜñ�çóçò f j. ÅðïìÝíùò, äýïáðü �éò áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí f i êáé f j �çò f Ý÷ïõí Ýíáêïéíü êýâï. Åö' üóïí üëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí f i êáé f j èåùñïýí�áéãíùó�Ýò, åí�ïðßæïí�áé ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò (3.4) êáé (3.8) êáé áðü áõ�ÝòðáñÜãå�áé ç Ýêöñáóç (3.5).Ó�éò õðïðåñéð�þóåéò 2 êáé 3, ìßá áðü �éò åêöñÜóåéò (3.7), (3.8) �ùí õðïóõíáñ-�Þóåùí f i, f j áí�ßó�ïé÷á, èá åßíáé áêñéâÞò Ýêöñáóç, ãéá ðáñÜäåéãìá ç (3.7)ãéá �çí f i. ¼ëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò f i èåùñïýí�áé ãíùó�Ýò, åðïìÝíùòêáé üëïé ïé êýâïé �ïõò åßíáé ãíùó�ïß. �éá êÜèå �Ý�ïéï êýâï P31 ó÷çìá�ßæå�áéç óõíÜñ�çóç ' = P31 ⊕ f j êáé ìå �çí âïÞèåéá �çò (3.8) ãéá �çí f j ðñïêýð�åéç ' = (P21 ⊕ : : :⊕ P2r ⊕ P31)⊕ P31 = P21 ⊕ : : :⊕ P2r (3.9)Ôï âÜñïò �çò ' óýìöùíá ìå �çí (3.9) åßíáé w(') = r. Äåí åßíáé äõíá�üíá åßíáé ìéêñü�åñï áðü r äéü�é áí éó÷ýåé, ãéá ðáñÜäåéãìá w(') = r − 1 �ü�åóýìöùíá ìå �çí (3.9), ç P21⊕: : :⊕P2r èá åß÷å âÜñïò r−1 êáé �ï w(f) èá Þ�áíq + r óýìöùíá ìå �çí (3.5), Ü�ïðï ëüãù �çò õðüèåóçò ü�é w(f) = q + r + 1.Åí�ïðßæïí�áò üëåò �éò áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò ', âÜñïõò r, �ü�å ãéá êÜèå�Ý�ïéá Ýêöñáóç �çò ìïñöÞò (3.9) ðñïêýð�åé ìßá Ýêöñáóç �çò ìïñöÞò (3.5) ãéá�ç óõíÜñ�çóç f . Óõíåðþò, �ï èåþñçìá éó÷ýåé ó' áõ�Þ �çí õðïðåñßð�ùóç.

2Ó�çí ðåñßð�ùóç 3, �ï ðñüâëçìá áíÜãå�áé ó�ï íá âñåèïýí üëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜ-óåéò �çò óõíÜñ�çóçò ' = P31 ⊕ f j . �áñá�çñåß�áé ü�é ç óõíÜñ�çóç ' Ý÷åé n − 1ìå�áâëç�Ýò (ç x1 äåí õðÜñ÷åé) äçëáäÞ ìßá ìå�áâëç�Þ ëéãü�åñç áðü �éò ìå�áâëç�Ýò�çò óõíÜñ�çóçò f . Éó÷ýåé åðßóçò ü�é w(') = r < q + r + 1 = w(f) < 6.Óõíåðþò �ï ðñüâëçìá áíÜãå�áé óå Ýíá éóïäýíáìï ðñüâëçìá ìßáò íÝáò óõíÜñ�ç-óçò ìå ëéãü�åñåò ìå�áâëç�Ýò êáé ìéêñü�åñï âÜñïò. ÁíáäñïìéêÜ êá�áëÞãïõìå ó' Ýíáéóïäýíáìï ðñüâëçìá óõíÜñ�çóçò g ìå ëéãü�åñåò ìå�áâëç�Ýò êáé âÜñïò ßóï ìå 1. ÇóõíÜñ�çóç g åßíáé �ü�å Ýíáò ìïíáäéêüò êýâïò.ÅðéðëÝïí, �ï âÜèïò �çò áíáäñïìÞò ó�çí ðåñßð�ùóç 3 åßíáé ìéêñü�åñï �ïõ ðÝí�å,äéü�é w(f) < 6 êáé óå êÜèå âÞìá �çò áíáäñïìÞò, �ï âÜñïò ìåéþíå�áé �ïõëÜ÷éó�ïêá�Ü 1. ÅðïìÝíùò �ï õðïëïãéó�éêü êüó�ïò äåí åßíáé ìåãÜëï.Èåþñçìá 3. ÔïõëÜ÷éó�ï ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f ìå âÜñïòìéêñü�åñï �ïõ ïê�þ ðñïêýð�åé áðü áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåþí �çò.Áðüäåéîç. ÊÜèå áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f åßíáé �çò ìïñöÞò (3.2).
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�åñßð�ùóç 1 a = b = 
. Ç áðüäåéîç åßíáé áí�ßó�ïé÷ç �çò ðåñßð�ùóçò 1 �ïõ èåù-ñÞìá�ïò 2.�åñßð�ùóç 2 Áêñéâþò 2 áðü �á a; b; 
 åßíáé ßóá ìå�áîý �ïõò. Ç áðüäåéîç åßíáéáí�ßó�ïé÷ç �çò ðåñßð�ùóçò 2 �ïõ èåùñÞìá�ïò 2.�åñßð�ùóç 3 a 6= b 6= 
 6= a. Ç (3.2) ãñÜöå�áé ùò åîÞò:f = xa1(P11⊕ : : :⊕P1q⊕P31⊕ : : :⊕P3s)⊕xb1(P21⊕ : : :⊕P2r⊕P31⊕ : : :⊕P3s)(3.10)Ó÷çìá�ßæïõìå �éò ðáñáêÜ�ù äýï óõíáñ�Þóåéò:fa = P11 ⊕ : : :⊕ P1q ⊕ P31 ⊕ : : :⊕ P3s (3.11)f b = P21 ⊕ : : :⊕ P2r ⊕ P31 ⊕ : : :⊕ P3s (3.12)×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, éó÷ýåé w(fa) ≥ w(f b) and q ≥ r ≥ s. ÅðïìÝ-íùò, åö' üóïí w(f) < 8, �ü�å s ≤ 2, w(fa) ≤ 6 êáé w(f b) ≤ 4.¸ó�ù ga,gb áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí fa,f b áí�ßó�ïé÷á. Óýìöùíáìå �á âÜñç w(fa); w(f b), äéáêñßíïí�áé ïé ðáñáêÜ�ù 4 õðïðåñéð�þóåéò.Õðïðåñßð�ùóç 1 w(fa) + w(f b) = w(f). Ôü�å ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò fðñïêýð�åé áðü �éò óõíáñ�Þóåéò ga; gb, �çò ìïñöÞò:f = xa1ga ⊕ xb1gb (3.13)Õðïðåñßð�ùóç 2 w(fa) + w(f b) = w(f) + 1 êáé w(fa) = 6. Åö' üóïíq+ r+ s < 8 êáé w(fa) = 6 ≤ q+ s, �ü�å s = 1 êáé ïé (3.11) êáé (3.12)åßíáé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí fa,f b áí�ßó�ïé÷á.¼ëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò óõíÜñ�çóçò f b ðáñÜãïí�áé ìå �ç âïÞ-èåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2. �éá êÜèå êýâï p �çò óõíÜñ�çóçò gb, ìßá íÝáóõíÜñ�çóç g = ga ⊕ p ó÷çìá�ßæå�áé. ÅðéðëÝïí, ç óõíÜñ�çóç g′ óõìðå-ñéëáìâÜíåé üëïõò �ïõò êýâïõò �çò gb åê�üò �ïõ p. Ôï âÜñïò w(g) äåíåßíáé äõíá�ü íá åßíáé ìéêñü�åñï �ïõ q äéü�é �ü�å, w(f) < q+r+s, Ü�ïðïãéá�ß ç (3.2) åßíáé áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f .ÔïõëÜ÷éó�ï ìßá åê �ùí äýï óõíáñ�Þóåùí g èá Ý÷åé âÜñïò w(g) = q,äéü�é �ïõëÜ÷éó�ï Ýíáò áðü �ïõò êýâïõò p èá åßíáé ï P31. Ó' áõ�Þ �çíðåñßð�ùóç, w(g) = w(P11 ⊕ · · · ⊕ P1q ⊕ P31 ⊕ P31) = q êáé ðñïêýð�åéìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f , �çò ìïñöÞò:f = xag ⊕ xbg′ ⊕ x
p (3.14)Õðïðåñßð�ùóç 3 w(fa)+w(f b) = w(f)+1 êáé w(fa) ≤ 5. Óýìöùíá ìå �ïÈåþñçìá 2, üëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí fa, f b ìðïñïýííá êá�áóêåõáó�ïýí , åö' üóïí éó÷ýåé w(fa) < 6 êáé w(f b) < 6.
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[a℄ ¸ó�ù s = 1. Ôü�å ïé (3.11) êáé (3.12) åßíáé áêñéâåßò åêöñÜóåéò�ùí fa,f b áí�ßó�ïé÷á. Ôü�å ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f �çò ìïñöÞò(3.10) ðñïêýð�åé åí�ïðßæïí�áò �ïí êïéíü êýâï P31 ìå�áîý �ùí ga,gb.[b℄ ¸ó�ù s = 2. Ôü�å ìßá áðü �éò åîéóþóåéò (3.11), (3.12) åßíáéáêñéâÞò Ýêöñáóç �ùí óõíáñ�Þóåùí fa,f b áí�ßó�ïé÷á, äéü�é äéáöïñå�éêÜw(fa) + w(f b) = w(f). ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò Ýó�ù ç (3.11)áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò fa.¸ó�ù p1,p2 äýï êýâïé �çò ga. Ó÷çìá�ßæå�áé ìßá íÝá óõíÜñ�çóç �çòìïñöÞò g = gb ⊕ p1 ⊕ p2ÅðéðëÝïí, ç óõíÜñ�çóç g′ óõìðåñéëáìâÜíåé üëïõò �ïõò êýâïõò �çò óõ-íÜñ�çóçò ga åê�üò �ùí p1; p2.Ôï âÜñïò w(g) äåí ìðïñåß íá åßíáé ìéêñü�åñï �ïõ r, äéü�é �ü�å w(f) <q + r + s, Ü�ïðï ãéá�ß ç (3.2) åßíáé áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò óõíÜñ�çóçò f .ÔïõëÜ÷éó�ï ãéá ìßá åê �ùí íÝùí óõíáñ�Þóåùí g èá éó÷ýåé w(g) = r,äéü�é �ïõëÜ÷éó�ï Ýíá æåýãïò êýâùí p1; p2 èá åßíáé ßóï ìå �ïõò P31; P32.Ôü�å ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò ðáñáêÜ�ù ìïñöÞò ðñïêýð�åé ãéá �çí f .f = xag′ ⊕ xbg ⊕ x
(p1 ⊕ p2) (3.15)Õðïðåñßð�ùóç 4 w(fa)+w(f b) = w(f)+2. Ôü�å ïé åîéóþóåéò (3.11), (3.12)åßíáé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí fa,f b áí�ßó�ïé÷á. Åöüóïís ≤ 2, �ü�å w(fa) < 6, åðïìÝíùò üëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí óõ-íáñ�Þóåùí fa,f b ðñïêýð�ïõí ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2. ÌßááêñéâÞò Ýêöñáóç �çò óõíÜñ�çóçò f �çò ìïñöÞò (3.2) ðñïêýð�åé �ü�ååí�ïðßæïí�áò �ïõò äýï êïéíïýò êýâïõò P31,P32 ó�éò ga,gb .�éá üëá �á äõíá�Ü w(fa); w(f b), �ïõëÜ÷éó�ï ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç ðñïêýð�åé ãéá�çí f , ïëïêëçñþíïí�áò �çí áðüäåéîç. 2¼ðùò êáé ìå �ï Èåþñçìá 2, åßíáé áðáñáß�ç�ï íá åí�ïðéó�ïýí ïé áêñéâåßò åêöñÜ-óåéò óõíáñ�Þóåùí ìå ëéãü�åñåò ìå�áâëç�Ýò êáé ìéêñü�åñï âÜñïò. Ôï âÜñïò �çòðñïêýð�ïõóáò óõíÜñ�çóçò g ó�çí ðåñßð�ùóç 3, õðïðåñéð�þóåéò 2 êáé 3b, äåí ìðïñåßíá åßíáé ìåãáëý�åñï áðü ðÝí�å áí êÜðïéá áêñéâÞò ðáñÜó�áóç �çò f èá ðáñá÷èåßáðü áõ�Þ. ÅðïìÝíùò, ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò g ðñïêýð�ïõí ìå �ç âïÞèåéá �ïõÈåùñÞìá�ïò 2.�üñéóìá 1. Ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f ó�éò ïðïßåò ç ìå-�áâëç�Þ xi õðÜñ÷åé áêñéâþò óå ìßá áðü �éò ðïëéêü�ç�Ýò �çò xi; x̄i; 1, ðñïêýð�ïõíáð' åõèåßáò áðü �éò áêñéâåßò åêöñÜóåéò ìßá åê �ùí ìÞ ìçäåíéêþí õðïóõíáñ�Þóåùí�çò f ùò ðñïò �çí ìå�áâëç�Þ xi.Áðüäåéîç. �åñßð�ùóç 1 �ùí ÈåùñçìÜ�ùí 2 êáé 3. 2
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�üñéóìá 2. Ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f ó�éò ïðïßåò ç ìå�á-âëç�Þ xi õðÜñ÷åé óå áêñéâþò äýï áðü �éò ðïëéêü�ç�Ýò �çò xi; x̄i; 1, ðñïêýð�ïõí áð'åõèåßáò áðü äýï åê �ùí �ñéþí õðïóõíáñ�Þóåùí �çò f ùò ðñïò �çí ìå�áâëç�Þ xi.Áðüäåéîç. �åñßð�ùóç 2 �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2. �åñßð�ùóç 2 êáé �åñßð�ùóç 3,Õðïðåñßð�ùóç 1 �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 3. 2�üñéóìá 3. Ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò óõíÜñ�çóçò f ó�éò ïðïßåò ç ìå�áâëç�Þ xi õðÜñ-÷åé óå êÜèå ðïëéêü�ç�Ü �çò xi; x̄i; 1, ðñïêýð�ïõí áðü æåýãç õðïóõíáñ�Þóåùí f i; f j�çò f ùò ðñïò �çí ìå�áâëç�Þ xi, Ý�óé þó�å w(f i) +w(f j) = w(f) + k êáé k êïéíïßêýâïé õðÜñ÷ïõí óå æåýãç áêñéâþí åêöñÜóåùí �ùí f i; f j.Áðüäåéîç. �åñßð�ùóç 3, Õðïðåñßð�ùóç 1 �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2. �åñßð�ùóç 3,Õðïðåñéð�þóåéò 3a, 4 �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 3. 2�üñéóìá 4. Ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò óõíÜñ�çóçò f üðïõ ç xi õðÜñ÷åé óå üëåò �éòðïëéêü�ç�åò xi; x̄i; 1 ðñïêýð�ïõí áðü æåýãç õðïóõíáñ�Þóåùí f i; f j ùò ðñïò �çí xi,Ý�óé þó�å ç ðñÜîç re
ursive 
ombine åðß �ùí f i; f j, üðùò ïñßæå�áé óå åðüìåíçðáñÜãñáöï, ðáñÜãåé áêñéâåßò åêöñÜóåéò.Áðüäåéîç. �åñßð�ùóç 3, Õðïðåñéð�þóåéò 2 êáé 3 �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2. �åñßð�ùóç3, Õðïðåñéð�þóåéò 2 êáé 3b �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 3. 2

3.2.2 Óõíáñ�Þóåéò âÜñïõò �ï ðïëý äþäåêá¼ðùò êáé ðáñáðÜíù, õðïèÝ�ïí�áò ìßá �õ÷áßá äéÜ�áîç åðß �ùí ìå�áâëç�þí �çò,ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç f ìðïñåß íá ãñáö�åß ó�ç ìïñöÞ:f = xa1(P11 ⊕ : : :⊕ P1q)⊕ xb1(P21 ⊕ : : :⊕ P2r)⊕ x
1(P31 ⊕ : : :⊕ P3s) (3.16)üðïõ a; b; 
 ∈ [0; 1; 2], a 6= b 6= 
 6= a êáé Pij êýâïò. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò,q ≥ r ≥ s.Ïé áêüëïõèåò �ñåéò óõíáñ�Þóåéò èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ó�á ðáñáêÜ�ù èåùñÞìá�á:g1 = P11 ⊕ : : :⊕ P1q ⊕ P31 ⊕ : : :⊕ P3s (3.17)g0 = P21 ⊕ : : :⊕ P2r ⊕ P31 ⊕ : : :⊕ P3s (3.18)hijk = gi ⊕Gj1 ⊕ : : :⊕Gjk (3.19)Ôá Gj1; : : : ; Gjk åßíáé k �õ÷áßïé êýâïé ìßáò Ýêöñáóçò ESOP �çò óõíÜñ�çóçò gj êáéi; j ∈ [0; 1]. Ç ðçãÞ �ùí k êýâùí èá åðéóçìáßíå�áé ü�áí áõ�ü åßíáé áðáñáß�ç�ï.�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù g1 = a1⊕a2⊕a3, g0 = a4⊕a5⊕a3. Ôü�å ç a1⊕a2⊕a3⊕a5åßíáé ðéèáíÞ Ýêöñáóç �çò h101.
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Èåþñçìá 4. ¼ëåò ïé 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f ìå w(f) < 8ìðïñïýí íá ðáñá÷èïýí áðü �éò áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåþí �çò êáé
1{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí óõíáñ�Þóåùí gi, ïé ïðïßåò ðáñÜãïí�áé áðü áõ�Ýò, üðïõw(gi) < 7.Áðüäåéîç. ¸ó�ù ü�é ç (3.16) åßíáé 1{éóïäýíáìç Ýêöñáóç �çò f . ÅðïìÝíùòq + r + s = m+ 1.¼�áí �ïõëÜ÷éó�ï Ýíá áðü �á q; r; s åßíáé 0, �ü�å üëåò ïé 1{éóïäýíáìåò åêöñÜ-óåéò �çò f ðáñÜãïí�áé áð' åõèåßáò áðü �éò áêñéâåßò êáé 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò�ùí õðïóõíáñ�Þóåþí �çò.¸ó�ù ü�é qrs > 0. Ï ó�ü÷ïò åßíáé ï åí�ïðéóìüò �çò óõíÜñ�çóçò (3.16) áðü�éò óõíáñ�Þóåéò (3.17) êáé (3.18).Éó÷ýåé w(g1) = q + s− aêáé w(g0) = r + s− bÅö' üóïí m < 8 �ü�å s < 3. ÅðéðëÝïí,w(g1) + w(g0) ≥ mÅðïìÝíùò, éó÷ýåé a+ b < 4.Áí a = b = 0, �ü�å ïé (3.17), (3.18) åßíáé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þ-óåùí �çò f . Ôü�å ìßá Ýêöñáóç �çò f ðñïêýð�åé åîå�Üæïí�áò ãéá s êïéíïýò êýâïõòìå�áîý �ùí (3.17) êáé (3.18).Áí Ýíá áðü �á a; b åßíáé 0, Ýó�ù a = 0, �ü�å ç (3.17) åßíáé áêñéâÞò ÝêöñáóçõðïóõíÜñ�çóçò �çò f . Ó÷çìá�ßæå�áé ç h01s. Ôï âÜñïò �çò åßíáé åß�å w(h01s) = rÞ w(h01s) = r − 1. Ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç, üëåò ïé 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çòh01s äçìéïõñãïýí�áé. Ôü�å ìßá 1{éóïäýíáìç Ýêöñáóç ãéá �çí f �çò ìïñöÞò (3.16)ðñïêýð�åé Üìåóá.Áõ�Þ ç äéáäéêáóßá ïíïìÜæå�áé \âïìâáñäéóìüò" äéü�é äéáéóèç�éêÜ, s êýâïé åðé-ëÝãïí�áé áðü �çí g0 êáé ìå�áâÜëëïõí �çí g1 þó�å íá áðïêáëõöèåß ç áñ÷éêÞ õðï-óõíÜñ�çóç �çò f ç ïðïßá åßíáé \êñõììÝíç" ó�çí g1.Áí a 6= 0 êáé b 6= 0, �ü�å �ïõëÜ÷éó�ï Ýíá åê �ùí a; b åßíáé 1, Ýó�ù a = 1.Ôü�å ïé 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò g1 ðñïêýð�ïõí êáé ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá �ïõ\âïìâáñäéóìïý" åðáíáëáìâÜíå�áé.Óå êÜèå ðåñßð�ùóç, ïé 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò f ðñïÝêõøáí áðü áêñéâåßòÞ 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåþí �çò.Ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, üðïõ q = m − 1, r = 1, s = 1, w(g1) = m − 1 êáéw(g0) = 1, 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò g1 åßíáé áðáñáß�ç�åò. Åö' üóïí w < 8,�ü�å w(g1) < 7, åðïìÝíùò ìüíï 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò ìå âÜñïò ìéêñü�åñï áðü
7 ìðïñåß íá ÷ñåéáó�ïýí. 2Èåþñçìá 5. ¼ëåò ïé áêñéâåßò ESOP åêöñÜóåéò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f ìå w(f) <
12 ðñïêýð�ïõí áðü �éò áêñéâåßò ESOP åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåþí �çò êáé
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1{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí óõíáñ�Þóåùí gi, ïé ïðïßåò ðáñÜãïí�áé áðü �éò õðïóõíáñ-�Þóåéò �çò f , üðïõ w(gi) < 8.Áðüäåéîç. ¸ó�ù ü�é ç (3.16) åßíáé áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f . ÅðïìÝíùò w(f) =m = q + r + s.¼�áí �ïõëÜ÷éó�ï Ýíá åê �ùí q; r; s åßíáé 0, ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò f ðñï-êýð�ïõí áð' åõèåßáò áðü �éò áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåþí �çò.¸ó�ù qrs > 0. Åö' üóïí w < 12, �ü�å s < 4. Ôá âÜñç �ùí óõíáñ�Þóåùí(3.17), (3.18) åßíáé w(g1) = q + s− a êáé w(g0) = r + s− b áí�ßó�ïé÷á. Åö' üóïíw(g1) + w(g0) ≥ m, �ü�å a+ b ≤ s.Áí a = b = 0 �ü�å ïé (3.17) êáé (3.18) åßíáé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõ-íáñ�Þóåùí �çò f . Ôü�å ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f ðñïêýð�åé åîå�Üæïí�áò ãéá sêïéíïýò êýâïõò ìå�áîý �ùí åêöñÜóåùí (3.17) êáé (3.18).Áí Ýíá åê �ùí a; b åßíáé 0, Ýó�ù a = 0, �ü�å ç g1 åßíáé áêñéâÞò Ýêöñáóç ìßáòõðïóõíÜñ�çóçò �çò f . Ó÷çìá�ßæå�áé ç óõíÜñ�çóç h01s. Áí éó÷ýåé w(h01s) = r �ü�åìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò ìïñöÞò (3.16) ðáñÜãå�áé ãéá �çí f .Áí a > 0, b > 0 �ü�å �ïõëÜ÷éó�ï Ýíá åê �ùí a; b åßíáé 1, Ýó�ù a = 1. Ôü�å,
1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò g1 ðáñÜãïí�áé êáé ç äéáäéêáóßá �ïõ \âïìâáñäéóìïý"åðáíáëáìâÜíå�áé üðùò ðáñáðÜíù.�áñá�çñåß�áé ü�é ó�çí ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, �ï âÜñïò �ùí áðáñáß�ç�ùí 1{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí åßíáé ìéêñü�åñï �ïõ 8. Áõ�Þ ç ðåñßð�ùóç ðñïêýð�åé, ãéáðáñÜäåéãìá, ü�áí a = 1, b = 2 êáé s = 3. Ôü�å q ≤ 5, q + s ≤ 8 êáé 1{éóïäýíáìåòåêöñÜóåéò �çò g1 åßíáé áíáãêáßåò. 2Èåþñçìá 6. ÔïõëÜ÷éó�ï ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç ESOP ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f ìåâÜñïò w(f) < 13 ðñïêýð�åé áðü �éò áêñéâåßò åêöñÜóåéò ESOP �ùí õðïóõíáñ�Þóåþí�çò êáé 1 { éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí óõíáñ�Þóåùí gi, ïé ïðïßåò ðáñÜãïí�áé áðü �éòõðïóõíáñ�Þóåéò �çò f , üðïõ w(gi) < 8.Áðüäåéîç. ¼�áí w(f) < 12, éó÷ýåé �ï Èåþñçìá 5.¼�áí w(f) = 12, �ü�å s < 5. Áí s < 4 �ü�å ç áðüäåéîç áêïëïõèåß áõ�Þ �ïõÈåùñÞìá�ïò 5. Ó�çí ðåñßð�ùóç üðïõ s = 4, éó÷ýåé q = r = s = 4. Åö' üóïía+ b ≤ 4, åßíáé äõíá�ü íá éó÷ýåé a = b = 2.Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç,w(g1) + w(g0) = (q + s− a) + (r + s− b) = q + r + sêáé ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f ðñïêýð�åé áð' åõèåßáò áðü �éò g1; g0. Óå êÜèåÜëëç ðåñßð�ùóç, �ïõëÜ÷éó�ï Ýíá åê �ùí a; b áíÞêïõí ó�ï [0; 1] êáé ðÜëé ç áðüäåéîçáêïëïõèåß áõ�Þ �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 5.ÕðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ï ìßá ðåñßð�ùóç üðïõ 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò åßíáé áðáñáß-�ç�åò. �éá ðáñÜäåéãìá, ü�áí q = r = s = 4 êáé a = b = 1, �ü�å w(g1) = w(g0) = 7êáé 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò, ãéá ðáñÜäåéãìá, �çò g1 åßíáé áðáñáß�ç�åò. Åýêïëáäåß÷íå�áé ü�é áõ�Þ åßíáé ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç. 2
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3.2.3 �åíßêåõóç ÈåùñßáòÓ' áõ�Þ �çí ðáñÜãñáöï ðáñïõóéÜæå�áé ç ãåíéêÞ èåùñßá ãéá åëá÷éó�ïðïßçóç óõ-íáñ�Þóåùí ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ó�ï âÜñïò �ïõò. Ç ìåëÝ�ç ðëÝïí, åßíáé åðß óõíáñ�Þóåùíïé ïðïßåò óõìðåñéëáìâÜíïõí ðñïáéñå�éêÜ ìßá ðïëý�éìç ìå�áâëç�Þ. Ç ðñïóèÞêç áõ�Þêïó�ßæåé åëÜ÷éó�á õðïëïãéó�éêÜ êáé èá öáíåß åîáéñå�éêÜ ÷ñÞóéìç êá�Ü �ç ìåëÝ�çóõíáñ�Þóåùí ðïëëáðëþí åîüäùí.¸íá k{éóïäýíáìï MVESOP ìßáò óõíÜñ�çóçò (n+ 1) ìå�áâëç�þíf(x1; : : : ; xn;X) : {0; 1}n × {0; : : : ; v − 1} → {0; 1}åßíáé �çò ìïñöÞò: F = xa1 ·Ga ⊕ xb1 ·Gb ⊕ x
1 ·G
 (3.20)üðïõ n > 0 êáé ïé åêöñÜóåéò Ga; Gb; G
 ïñßæïí�áé ùòGa = P11 ⊕ P12 ⊕ · · · ⊕ P1q (3.21)Gb = P21 ⊕ P22 ⊕ · · · ⊕ P2r (3.22)G
 = P31 ⊕ P32 ⊕ · · · ⊕ P3s (3.23)Ïé óõíáñ�Þóåéò ga; gb; g
 áíáðáñéó�ïýí �éò (3.21), (3.22), (3.23) áí�ßó�ïé÷á. ÏéPij åßíáé êýâïé ïé ïðïßïé åîáñ�þí�áé áðü �éò ìå�áâëç�Ýò x2; : : : ; xn;X. Ôá óýíïëáa; b; 
 åßíáé åß�å äéáöïñå�éêÜ áíÜ äýï Þ êåíÜ êáé a; b; 
 ⊆ {0; 1}.×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, éó÷ýåéq ≥ r ≥ s (3.24)ËÞììá 1. ¸ó�ù a 6= ∅, b = 
 = ∅. Ôü�å w(f) = w(ga).ËÞììá 2. ¸ó�ù a 6= ∅, b = 
 = ∅. ¼ëåò ïé k{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò f �çòìïñöÞò (3.20) ðñïêýð�ïõí áðü �éò k{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò ga.ËÞììá 3. ¸ó�ù a; b 6= ∅, 
 = ∅. ¼ëåò ïé k{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò f �çòìïñöÞò (3.20) ðñïêýð�ïõí áðü �éò k1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò fa′ êáé �éò k2{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò f b′ , üðïõk = k1 + k2 + (w(fa′) + w(f b′)− w(f));a′ = b⊕ {0; 1} êáé b′ åßíáé {1}; {0; 1} ü�áí a åßíáé {0}; {0; 1} áí�ßó�ïé÷á.Áðüäåéîç. Åö' üóïí 
 = ∅, ç (3.20) åßíáé ìßá áðü �éò �ñåéò ðéèáíÝò åêöñÜóåéò�çò (1.4), þó�å s(F ) = w(f) + k. 2Áðü �ï ëÞììá 3, ðáñá�çñåß�áé ü�é ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò ìïñöÞò (3.20) ðñï-êýð�åé ìüíï ü�áí w(f) = w(fa′) + w(f b′), ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ 
 = ∅.ËÞììá 4. Ôï ìÝãåèïò s(G
) �çò G
 ìðïñåß íá åßíáé �ï ðïëý ⌊w(f)+k

3 ⌋.Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðü s(F ) = w(f) + k êáé (3.24). 2
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Ôï ðáñáêÜ�ù �å÷íéêü ëÞììá èá öáíåß ÷ñÞóéìï ó�ï åðüìåíï èåþñçìá.ËÞììá 5. Éó÷ýåé ⌊ ⌊x3 ⌋+y

2 ⌋ = ⌊x+3y
6 ⌋Áðüäåéîç. ¸ó�ù x = 3z1 + r1; r1 < 3Ôü�å éó÷ýåé äéáäï÷éêÜ

⌊
x
3
⌋+ y = 2z + r; r < 2x− r1

3
+ y = 2z + rx− r1 + 3y = 6z + 3rx+ 3y = 6z + (3r + r1)Åö' üóïí 3r + r1 < 6, �ï ëÞììá éó÷ýåé. 2Ôï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá ðáñÝ÷åé áñêå�Þ ðëçñïöïñßá ãéá �ç äïìÞ �ùí ESOP åêöñÜ-óåùí êáé åßíáé óçìáí�éêü åê�üò �ùí ðëáéóßùí �çò åëá÷éó�ïðïßçóçò ESOP ðáñáó�Ü-óåùí.Èåþñçìá 7. ¸ó�ù a; b; 
 6= ∅. ¼ëåò ïé k{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò f ðñïêýð�ïõíáðü �ï ðïëý ⌊w(f)+4k

6 ⌋{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí �çò f .Áðüäåéîç. Åö' üóïí a 6= b 6= 
 6= a êáé a; b; 
 6= ∅, �ü�å a ⊕ b = 
. Ç (3.20)ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß ùò:f = xaga ⊕ xbgb ⊕ (xa ⊕ xb)g
Þ éóïäýíáìá f = xa(ga ⊕ g
)⊕ xb(gb ⊕ g
)Ïé óõíáñ�Þóåéò g1; g2 ïñßæïí�áé ùò áêïëïýèùò.g1 = ga ⊕ g
 (3.25)g2 = gb ⊕ g
 (3.26)�áñá�çñåß�áé ü�é ïé g1; g2 åßíáé äýï åê �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí �çò f . ¸ó�ùw(g1) = q + s− d1êáé w(g2) = r + s− d2�á âÜñç �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí g1; g2 áí�ßó�ïé÷á. Åîå�Üæïí�áé �á ðéèáíÜ æåýãç âáñþí
(w(g1), w(g2)). ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, éó÷ýåé d1 ≤ d2.¼�áí d1 = d2 = 0, �ü�å ç Ga ⊕ G
 åßíáé áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò g1 êáé çGb ⊕G
 åßíáé áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò g2. Åö' üóïí üëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí
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g1, g2 èåùñïýí�áé ãíùó�Ýò, ç Ýêöñáóç (3.20) ðñïêýð�åé äéåñåõíüí�áò ãéá s êïéíïýòêýâïõò óå æåýãç åêöñÜóåùí �ùí óõíáñ�Þóåùí g1, g2.¼�áí d1 = 0, d2 6= 0 �ü�å ç G1 = Ga ⊕ G
 åßíáé áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò g1.¼ëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò g1 èåùñïýí�áé ãíùó�Ýò. Ç G1 äéáìåñßæå�áé ó�éòåêöñÜóåéò G11, G12, üðïõ s(G12) = s. Ïñßæå�áé ç óõíÜñ�çóç g3 = g2 ⊕G12.�áñá�çñåß�áé ü�é r − k ≤ w(g3) ≤ råö' üóïí ìßá Ýêöñáóç �çò ìïñöÞò (3.20) ðñüêåé�áé íá åðáíáóõíèåèåß áðü �ç óõ-ãêåêñéìÝíç äéáìÝñéóç �çò G1. Ôü�å ç Gb åßíáé ìßá (r−w(g3)){éóïäýíáìç Ýêöñáóç�çò g3. �ñïêýð�åé �ü�å ç Ýêöñáóç (3.20), üðïõ Ga = G11 êáé G
 = G12.¼�áí d1 ·d2 > 0, üëåò ïé d1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò g1 èåùñïýí�áé ãíùó�Ýò.Åö' üóïí ç Ga ⊕ G
 åßíáé ìßá d1{éóïäýíáìç Ýêöñáóç �çò g1, ç áðüäåéîç åßíáéáí�ßó�ïé÷ç �çò ðáñáðÜíù áíÜëõóçò.Åö' üóïí w(f) ≤ w(g1) + w(g2), éó÷ýïõí äéáäï÷éêÜq + r + s− k ≤ q + r + s+ s− d1 − d2d1 + d2 ≤ s+ k (3.27)

2d1 ≤ s+ kd1 ≤ ⌊
⌊w(f)+k

3 ⌋+ k
2

⌋d1 ≤ ⌊
w(f) + 4k

6
⌋ïëïêëçñþíïí�áò �çí áðüäåéîç. 2Èåþñçìá 8. ¸ó�ù a; b; 
 6= ∅. ÔïõëÜ÷éó�ï ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f ðñïêý-ð�åé áðü �ï ðïëý ⌊w(f)−3

6 ⌋{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò ïé ïðïßåò ðñïêýð�ïõí áðü �éòõðïóõíáñ�Þóåéò �çò f .Áðüäåéîç. �éá k = 0 êáé �ï èåþñçìá 7, �ï ðïëý ⌊w(f)
6 ⌋{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò�ùí õðïóõíáñ�Þóåùí �çò f åßíáé áðáñáß�ç�åò. Ç ó÷Ýóç (3.27) åßíáé �ü�å d1 + d2 ≤s. ¼�áí éó÷ýåé ç éóü�ç�á, éó÷ýåé w(g1) + w(g2) = w(f), åðïìÝíùò ìßá áêñéâÞòÝêöñáóç �çò f ðñïêýð�åé Üìåóá áðü áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí g1; g2.Ç ó÷Ýóç (3.27) åßíáé �ü�å d1 + d2 ≤ s − 1, åðïìÝíùò �ï ðïëý ⌊w(f)−3

6 ⌋{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí �çò f åßíáé áðáñáß�ç�åò. 2

ËÞììá 6. ÔïõëÜ÷éó�ï ìßá k1{éóïäýíáìç Ýêöñáóç E′ ìßáò óõíÜñ�çóçò f ðñïêýð�åéÜìåóá áðü ìßá k2{éóïäýíáìç Ýêöñáóç E �çò f , üðïõ k1 > k2.Áðüäåéîç. ¸ó�ù k1 − k2 ≡ r(mod2), r ≥ 0, P1 êýâïò �çò E êáé P2 ïðïéïó-äÞðï�å ìç ìçäåíéêüò êýâïò. Ôü�å ç E′ óõìðåñéëáìâÜíåé üëïõò �ïõò êýâïõò �çò Eêáé �ïí êýâï P2, (k1 − k2 − r) öïñÝò. Áí r = 1 �ü�å ï êýâïò P1 ó�çí E′ áí�éêá-èßó�á�áé áðü äýï êýâïõò P11; P12 áðüó�áóçò 1, üðïõ P1 = P11 ⊕ P12. 2
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�üñéóìá 5. ¸ó�ù a; b; 
 6= ∅. ÔïõëÜ÷éó�ï ìßá k{éóïäýíáìç Ýêöñáóç �çò f ðñï-êýð�åé áðü �ï ðïëý ⌊w(f)−3

6 ⌋{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí �çò f .Áðüäåéîç. �ñïêýð�åé áðü �ï èåþñçìá 8 êáé �ï ëÞììá 6. 2�áñá�çñåß�áé ü�é �ï èåþñçìá 8 äéáöïñïðïéåß�áé áðü �ï èåþñçìá 7 ìüíï ü�áíw(f) ≡ 0; 1; 2(mod6).Åö' üóïí �á ðáñáðÜíù èåùñÞìá�á ìåëå�ïýí óõíáñ�Þóåéò ïé ïðïßåò åîáñ�þí�áéáðü �ïõëÜ÷éó�ï ìßá äõáäéêÞ ìå�áâëç�Þ, �ï ðáñáêÜ�ù ëÞììá åßíáé áðáñáß�ç�ï.ËÞììá 7. ¼ëåò ïé k{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò E ìßáò óõíÜñ�çóçò f ç ïðïßá åîáñ�Ü-�áé áðü ìßá ìïíáäéêÞ ìå�áâëç�Þ, ðñïêýð�ïõí áðü �éò (k+2){éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò�çò ìçäåíéêÞò óõíÜñ�çóçò ïé ïðïßåò óõìðåñéëáìâÜíïõí �çí f .Áðüäåéîç. Åö' üóïí f 6= 0 �ü�å w(f) = 1, s(E) = k + 1 êáé (E ∪ {f}) åßíáéìßá (k + 2){éóïäýíáìç Ýêöñáóç �çò ìçäåíéêÞò óõíÜñ�çóçò ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé �ïìïíáäéêü literal �ï ïðïßï áíáðáñéó�Ü �çí f . 2Ôï ðáñáêÜ�ù ðüñéóìá óõíïøßæåé �çí ðñï�åéíüìåíç ðñïóÝããéóç áêñéâïýò åëá÷é-ó�ïðïßçóçò.�üñéóìá 6. Ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç óõíÜñ�çóçò f äõáäéêÞò åîüäïõ ìå �ï ðïëý ìßáìå�áâëç�Þ ðïëëáðëþí �éìþí, ðñïêýð�åé áðü �ï ðïëý ⌊w(f)−3
6 ⌋{éóïäýíáìåò åêöñÜ-óåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåþí �çò.

3.3 ÌåëÝ�ç óõíáñ�Þóåùí 5 êáé 6 ìå�áâëç�þíÅßíáé ãíùó�ü ü�é �á âÜñç óõíáñ�Þóåùí ðÝí�å êáé Ýîé ìå�áâëç�þí åßíáé �ï ðïëý 9êáé 15 áí�ßó�ïé÷á. Ó�ï óçìåßï áõ�ü, áíáëýïõìå îå÷ùñéó�Ü �éò äýï áõ�Ýò óçìáí�éêÝòðåñéð�þóåéò.
3.3.1 Óõíáñ�Þóåéò ðÝí�å ìå�áâëç�þí�éá �çí ðåñßð�ùóç �ùí n = 5 ìå�áâëç�þí, ðáñá�çñïýìå ü�é èåùñç�éêÜ õðÜñ÷ïõíäýï ðåñéð�þóåéò óõíäõáóìþí âáñþí õðïóõíáñ�Þóåùí üðïõ 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéòåßíáé áðáñáß�ç�åò, óõãêåêñéìÝíá (3; 3) êáé (5; 5). Ïé óõãêåêñéìÝíåò ðåñéð�þóåéò,ïé ïðïßåò åßíáé ïé äõóêïëü�åñåò õðïëïãéó�éêÜ, ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �çí áíß÷íåõóçåêöñÜóåùí âÜñïõò 6 êáé 9 áí�ßó�ïé÷á. Äéáðéó�þóáìå, ìå �ç âïÞèåéá åîáí�ëç�éêÞòáíáæÞ�çóçò, ü�é 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò äåí åßíáé áðáñáß�ç�åò ãéá �çí áíß÷íåõóç�ïõëÜ÷éó�ï ìßáò áêñéâïýò ESOP Ýêöñáóçò.Ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç, ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç ðñïêýð�åé Üìåóá áðü �éò áêñéâåßòåêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí ìå âÜñç (3; 3). Ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç, üëåò ïéóõíáñ�Þóåéò, �ùí ïðïßùí êáé ïé �ñåéò õðïóõíáñ�Þóåéò Ý÷ïõí âÜñïò ðÝí�å, äçëáäÞóõíïëéêÜ ðåñéóóü�åñåò áðü 314; 000 óõíáñ�Þóåéò, åëá÷éó�ïðïéÞèçêáí ÷ùñßò �ç äç-ìéïõñãßá 1{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí.
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Óå êÜèå ìßá ðåñßð�ùóç, åðéâåâáéþèçêå ü�é �ïõëÜ÷éó�ï ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç ìåâÜñïò w ≤ 9 åí�ïðßó�çêå. Ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò ãéá �çí åëá÷éó�ïðïßçóç üëùí �ùíðáñáðÜíù óõíáñ�Þóåùí Þ�áí ðåñßðïõ 90 ëåð�Ü, Þ ðåñßðïõ 15 ms áíÜ óõíÜñ�çóç.Óáöþò ï áëãüñéèìïò åßíáé éäéáß�åñá ðñáê�éêüò ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ùí ðÝí�å ìå�á-âëç�þí.�üñéóìá 7. ÔïõëÜ÷éó�ï ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç óõíÜñ�çóçò f ðÝí�å ìå�áâëç�þíðñïêýð�åé åîå�Üæïí�áò �éò áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí �çò f .

3.3.2 Óõíáñ�Þóåéò Ýîé ìå�áâëç�þíÁðü �ç èåùñç�éêÞ áíÜëõóç ðñïêýð�åé ü�é ãéá �éò ðåñéð�þóåéòm = 13; 14; 15 åßíáéáðáñáß�ç�ç ç äçìéïõñãßá 2{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí ãéá �çí áêñéâÞ åëá÷éó�ïðïßçóçóõíáñ�Þóåùí Ýîé ìå�áâëç�þí. Óå ìßá ðéü ðñïóåê�éêÞ ìåëÝ�ç �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí�çò ðáñáãñÜöïõ 3.2.2, êá�Ü �çí ïðïßá óõíõðïëïãßæïõìå �ï ãåãïíüò ü�é �ï âÜñïò�ùí õðïóõíáñ�Þóåùí óõíÜñ�çóçò Ýîé ìå�áâëç�þí åßíáé �ï ðïëý åííéÜ, ðáñá�çñïýìåü�é ãéá �éò ðåñéð�þóåéò m = 13; 14, ç äçìéïõñãßá 2{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí äåí åßíáéáðáñáß�ç�ç.ÕðÜñ÷åé åðïìÝíùò ìßá ðåñßð�ùóç ãéá óõíáñ�Þóåéò Ýîé ìå�áâëç�þí âÜñïõò äåêá-ðÝí�å, üðïõ êáé ïé �ñåéò õðïóõíáñ�Þóåéò Ý÷ïõí âÜñïò ïê�þ, ãéá �çí ïðïßá ßóùò åßíáéáðáñáß�ç�ç ç äçìéïõñãßá 2{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí. �áñá�çñïýìå ü�é, ðáñáðëÞóéáìå �çí ðåñßð�ùóç (5; 5) �ùí óõíáñ�Þóåùí ðÝí�å ìå�áâëç�þí, êá�Ü �çí åîÝ�áóç �çòóõãêåêñéìÝíçò ðåñßð�ùóçò äåí åí�ïðßó�çêå êáìßá óõíÜñ�çóç üðïõ ç äçìéïõñãßá 2{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí Þ�áí áðáñáß�ç�ç. Ç áíáæÞ�çóç ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç üìùòäåí åßíáé äõíá�ü íá åßíáé åîáí�ëç�éêÞ.�áñïëáõ�Ü, áðïäåéêíýïõìå ü�é êáé ãåíéêÜ, äåí åßíáé áðáñáß�ç�åò ïé 2{éóïäýíáìåòåêöñÜóåéò, ìå �ç âïÞèåéá �ùí LP êëÜóåùí éóïäõíáìßáò. Ó�çí åñãáóßá [Gai02℄,äåß÷íå�áé ü�é õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá LP êëÜóç éóïäõíáìßáò ãéá �éò óõíáñ�Þóåéò Ýîéìå�áâëç�þí âÜñïõò 15. Ç áí�éðñïóùðåõ�éêÞ óõíÜñ�çóç �çò êëÜóçò åßíáé ç
0x6bbdbdd6bdd6d66bÏé �ñåéò õðïóõíáñ�Þóåéò �çò Ý÷ïõí âÜñïò åííéÜ.�ñïêýð�åé åðïìÝíùò ü�é êÜèå óõíÜñ�çóç Ýîé ìå�áâëç�þí âÜñïõò 15 äåí åßíáé äõ-íá�ü íá Ý÷åé äýï õðïóõíáñ�Þóåéò ìå óõíäõáóìü âáñþí (8; 8). Ï óõãêåêñéìÝíïò óõí-äõáóìüò üìùò åßíáé êáé ï ìïíáäéêüò ðïõ èá áðáé�ïýóå �ç äçìéïõñãßá 2{éóïäýíáìùíåêöñÜóåùí.�üñéóìá 8. ÔïõëÜ÷éó�ï ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç óõíÜñ�çóçò f Ýîé ìå�áâëç�þí ðñï-êýð�åé åîå�Üæïí�áò �éò áêñéâåßò êáé 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí�çò f .�éá ëüãïõò ðëçñü�ç�áò, ðáñáèÝ�ïõìå �çí ðáñáêÜ�ù äéáäéêáóßá, ç ïðïßá áðïöåý-ãåé �ïí õðïëïãéóìü 2{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí ãéá �çí ðåñßð�ùóç n = 6, ÷ùñßò íá÷ñçóéìïðïéåß �á áðï�åëÝóìá�á �çò [Gai02℄.
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Ôï ðëÞèïò �ùí äéáêñé�þí êýâùí Ýîé ìå�áâëç�þí åßíáé 36 = 729. ¸ó�ù ü�éáõ�ïß ïé êýâïé åßíáé ïé Ci, i = [1::36] êáé f ç óõíÜñ�çóç ðñïò åëá÷éó�ïðïßçóçìå n = 6;m = 15. Åëá÷éó�ïðïéïýí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò gi = Ci ⊕ f îå÷ùñéó�Ü.Áãíïïýí�áé áõ�Ýò ãéá �éò ïðïßåò ðñïêýð�åé êá�Ü �çí åëá÷éó�ïðïßçóç ü�é �ï âÜñïò�ïõò åßíáé ìåãáëý�åñï áðü 14.ÔïõëÜ÷éó�ï ìßá áðü �éò óõíáñ�Þóåéò gi, Ýó�ù gj , èá Ý÷åé âÜñïò 14, äéáöïñå�éêÜç áñ÷éêÞ f äåí åßíáé âÜñïõò 15. Ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç ãéá �çí f ðñïêýð�åé áðüìßá áêñéâÞ Ýêöñáóç �çò gj êáé �ïõ êýâïõ Cj . �áñá�çñïýìå ü�é êá�Ü �çí ðáñáðÜíùäéáäéêáóßá, äåí åßíáé áðáñáß�ç�ç ç äçìéïõñãßá 2{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí.

3.4 Óõíáñ�Þóåéò �ïëëáðëþí ÅîüäùíÓ' áõ�Þ �çí ðáñÜãñáöï áðïêáëýð�å�áé ç óõëëïãéó�éêÞ ãéá �çí åíóùìÜ�ùóç ìßáòðïëý�éìçò ìå�áâëç�Þò ó�ï öïñìáëéóìü. Áñ÷éêÜ äåß÷íå�áé ü�é ç ðñïöáíÞò ðñïóÝã-ãéóç �çò åëá÷éó�ïðïßçóçò êÜèå åîüäïõ îå÷ùñéó�Ü äåí åßíáé áñêå�Þ ãéá íá äþóåéáêñéâåßò åêöñÜóåéò.Áêïëïýèùò, ðáñïõóéÜæïõìå �çí áíáãùãÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ó�çí åëá÷éó�ïðïßçóçóõíÜñ�çóçò ìßáò åîüäïõ êáé áðïäåéêíýïõìå ü�é åßíáé áñêå�Þ ãéá �ïí åí�ïðéóìü áêñé-âþí åêöñÜóåùí ãéá óõíáñ�Þóåéò ðïëëáðëþí åîüäùí.
3.4.1 Åëá÷éó�ïðïßçóç êÜèå åîüäïõ áíåîÜñ�ç�áÄåß÷íïõìå ìå �ç âïÞèåéá åíüò ìéêñïý ðáñáäåßãìá�ïò ü�é ç áíåîÜñ�ç�ç åëá÷é-ó�ïðïßçóç êÜèå åîüäïõ îå÷ùñéó�Ü äåí ìðïñåß íá åããõçèåß åëÜ÷éó�ç Ýêöñáóç ãéá �çóõíÜñ�çóç.¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç �ñéþí åîüäùí

f(x1; x2; x3) =





x̄1x̄2x̄3 ⊕ x1x̄2x3x1x̄2x3 ⊕ x̄1x2x3x̄1x2x3 ⊕ x1x2x̄3





ÊÜèå äýï áðü �ïõò ðáñáðÜíù 4 êýâïõò Ý÷ïõí áðüó�áóç ìåãáëý�åñç áðü 1 ìå�áîý�ïõò.ÅðïìÝíùò ïé óõíáñ�Þóåéò f1 = x̄1x̄2x̄3 ⊕ x1x̄2x3f2 = x1x̄2x3 ⊕ x̄1x2x3f3 = x̄1x2x3 ⊕ x1x2x̄3ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò 3 åîüäïõò, Ý÷ïõí âÜñïò 2.¼ìùò �ï âÜñïò �çò f åßíáé ßóï ìå 4, ìéêñü�åñï �ïõ áèñïßóìá�ïò �ùí âáñþí �çòêÜèå óõíÜñ�çóçò åîüäïõ îå÷ùñéó�Ü.
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3.4.2 ÁíáãùãÞ óå óõíÜñ�çóç ìßáò åîüäïõÏé óõíáñ�Þóåéò ðïëëáðëþí åîüäùí ìðïñïýí íá áíáðáñáó�áèïýí ùò óõíáñ�ÞóåéòìïíáäéêÞò åîüäïõ, åéóüäùí ðïëëáðëþí �éìþí. Ç áíáãùãÞ ðñïêýð�åé Üìåóá áðü �ïíðáñáêÜ�ù ïñéóìü.Ïñéóìüò 17. ¸ó�ù f : {0; 1}n → {0; 1}k ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç k åîüäùí, n ìå-�áâëç�þí, êáé foj ç j-ïó�Þ �çò Ýîïäïò, j ∈ {0; : : : ; k − 1}. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞóõíÜñ�çóç  �çò f ïñßæå�áé ùò  f : {0; 1}n × {0; : : : ; k − 1} → {0; 1}, üðïõ f (x1; : : : ; xn; j) = foj (x1; : : : ; xn).Èåþñçìá 9. ¸ó�ù f : {0; 1}n → {0; 1}k ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç k åîüäùí, n ìå�áâëç-�þí êáé  f ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �çò óõíÜñ�çóç. Ôü�å éó÷ýåé w(f) = w( f ).Áðüäåéîç. Åö' üóïí �ï âÜñïò ïðïéïõäÞðï�å literal ðïëý�éìçò ìå�áâëç�Þò åßíáé�ï ðïëý 1, Ýíá áêñéâÝò MVESOP M �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò óõíÜñ�çóçò  f , ïñßæåéìïíáäéêÜ Ýíá ESOP �çò f . ÓõãêåêñéìÝíá, êÜèå êýâïò Ci(x1; : : : ; xn;X) �ïõ Måßíáé �çò ìïñöÞò Ci(x1; : : : ; xn;X) = C ′i(x1; : : : ; xn) ·XA�éá êÜèå j ∈ A, ï êýâïò C ′i áíÞêåé ó�çí ESOP Ýêöñáóç �çò j-ïó�Þò åîüäïõ �çòóõíÜñ�çóçò f . Áí�ßó�ïé÷á, êÜèå áêñéâÝò ESOP �çò f áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá MVESOP�çò  f .ÅðïìÝíùò, üëá �á áêñéâÞ ESOPs �çò f ðñïêýð�ïõí Üìåóá áðü �á áêñéâÞ MVESOP�çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò �çò óõíÜñ�çóçò. 2

3.5 Ìå�áó÷çìá�éóìïß ìå åöáñìïãÞ óå åõñéó�éêïýòáëãüñéèìïõòÓ' áõ�Þ �çí ðáñÜãñáöï ðáñïõóéÜæïõìå ïñéóìÝíá èåùñÞìá�á ãéá �çí åëá÷éó�ï-ðïßçóç óõíáñ�Þóåùí ìéêñïý âÜñïõò. Ï ó�ü÷ïò åßíáé ðëÝïí ç åðé�Ü÷õíóç �ùí áëãü-ñéèìùí åëá÷éó�ïðïßçóçò, ü�áí åßíáé ãíùó�ü ü�é �ï âÜñïò åßíáé �ï ðïëý �ñßá. ÇðáñáêÜ�ù èåùñßá áîéïðïéåß�áé êá�Ü �çí áíÜð�õîç �ùí ðñï�åéíüìåíùí åõñéó�éêþíáëãüñéèìùí ïé ïðïßïé ðáñïõóéÜæïí�áé óå åðüìåíï êåöÜëáéï.¸ó�ù ç Ýêöñáóç F äïóìÝíçò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f ç ïðïßá áðï�åëåß�áé áðü�ïõò ìç{ìçäåíéêïýò êýâïõò 
1; : : : ; 
n:F = 
1 ⊕ 
2 ⊕ · · · ⊕ 
n (3.28)Áí d(
i; 
j) = 0 ãéá êÜðïéá i; j �ü�å áõ�ïß ïé êýâïé ìðïñïýí í' áöáéñåèïýí áðü�ï êÜëõììá. Ôï ðáñáêÜ�ù áðëü ëÞììá äåß÷íåé ü�é äýï êýâïé 
i; 
j ìðïñïýí í'áí�éêá�áó�áèïýí áðü Ýíá êýâï 
 áíí d(
i; 
j) = 1.ËÞììá 8. Áí ç áðüó�áóç d(
i; 
j) ìå�áîý äýï êýâùí 
i; 
j åßíáé ìåãáëý�åñç áðü
1, �ü�å äåí õðÜñ÷åé êýâïò 
 Ý�óé þó�å 
j ⊕ 
i = 
.
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Ôï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá ðáñÝ÷åé ìßá óõó�çìá�éêÞ ìÝèïäï åí�ïðéóìïý üëùí �ùíäõíá�þí áêñéâþí åêöñÜóåùí �çò óõíÜñ�çóçò f ìå w(f) = 2, äïóìÝíçò ìßáò åê �ùíáêñéâþí åêöñÜóåþí �çò.Èåþñçìá 10. ¸ó�ù äýï êýâïé 
i; 
j þó�å d(
i; 
j) > 1 êáé g = 
i⊕
j. ¸ó�ù ü�é ïéðïëéêü�ç�åò �çò ìå�áâëç�Þò x1 ó�ïõò êýâïõò 
i; 
j åßíáé äéáöïñå�éêÝò. Ôü�å üëåòïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò g ðñïêýð�ïõí áð' åõèåßáò áðü æåýãç õðïóõíáñ�Þóåùíga; gb �çò g, üðïõ w(ga) = w(gb) = 1.Áðüäåéîç. Åö' üóïí d(
i; 
j) > 1, áðü �ï ëÞììá 8 éó÷ýåé w(g) = 2. Ç óõíÜñ-�çóç g ìðïñåß íá ãñáö�åß ùò: g = xk1ga ⊕ xl1gbüðïõ k; l; a; b ∈ {0; 1; 2} ðñïêýð�ïõí áðü �á áíáð�ýãìá�á (1.4). Åö' üóïí k 6= l êáéw(g) = 2, �ü�å w(ga) = w(gb) = 1. 2�áñá�çñåß�áé ü�é, áðü �ï Èåþñçìá 10, ç óõíÜñ�çóç g ìðïñåß íá Ý÷åé åß�å ìüíï

1 êÜëõììá, ü�áí ìßá áðü �éò õðïóõíáñ�Þóåéò �çò Ý÷åé âÜñïò ßóï ìå 2, Þ 3 äéáêñé�Üêáëýììá�á, ü�áí êáé ïé �ñåéò õðïóõíáñ�Þóåéò �çò Ý÷ïõí âÜñïò ßóï ìå 1.Ôï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá ðåñéïñßæåé �ï âÜñïò óõíÜñ�çóçò g ç ïðïßá áðï�åëåß�áéáðü �ñåéò �õ÷áßïõò êýâïõò �ïõ (3.28) óå áêñéâþò w(g) = 3, õðü �ùí äïóìÝíùíõðïèÝóåùí.Èåþñçìá 11. ∀i; j ∈ {1; : : : ; n} Ý�óé þó�å i 6= j, Ýó�ùd(
i; 
j) > 1êáé ∀p1; p2 þó�å 
i ⊕ 
j = p1 ⊕ p2, Ýó�ùd(
k; pl) > 1ãéá k ∈ {1; : : : ; n} \ {i; j} and l ∈ {1; 2}.Ôü�å ∀
m þó�å g = 
i ⊕ 
j ⊕ 
m éó÷ýåé:w(g) = 3Áðüäåéîç. Åö' üóïí ç óõíÜñ�çóç g áðï�åëåß�áé áðü �ñåéò ìç{ìçäåíéêïýò êý-âïõò, �ï âÜñïò �çò äåí ìðïñåß íá åßíáé ìçäåíéêü. ÅðéðëÝïí, w(g) ≤ 3 åö' üóïí
i ⊕ 
j ⊕ 
k åßíáé Ýêöñáóç �çò g. ÅðïìÝíùò áñêåß íá äåé÷�åß ü�é w(g) 6= 1; 2.¸ó�ù G = xa1GA ⊕ xb1GB ⊕ x
1GC Ýêöñáóç �çò g, üðïõ a; b; 
 ∈ {0; 1; 2} êáé ïéõðïåêöñÜóåéò GA; GB ; GC äåí åîáñ�þí�áé áðü �çí x1.Áí a = b = 
 �ü�å ç G ìðïñåß íá ãñáö�åß ùòG = xa1(GA ⊕GB ⊕GC)ÅðïìÝíùò �ï âÜñïò �çò g åßíáé ßóï ìå w(GA ⊕GB ⊕GC), áðü �ï Èåþñçìá 1.
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¸ó�ù ü�é Ýíá åê �ùí a; b; 
 åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �á õðüëïéðá, ãéá ðáñÜäåéãìáa 6= b = 
. Ôü�å ç G ìðïñåß íá ãñáö�åß ùòG = xa1GA ⊕ xb1(GB ⊕GC) (3.29)Ôü�å ç (3.29) åßíáé �çò ìïñöÞò (1.4) êáé ïé GA; (GB ⊕ GC) åßíáé åêöñÜóåéòõðïóõíáñ�Þóåùí �çò g, ãéá ðáñÜäåéãìá, gK = GA; gL = GB ⊕GC .Áò õðïèÝóïõìå ü�é w(g) = 2. Ôü�å �á âÜñç (w(gK); w(gL)) èá åßíáé åß�å (1; 2)Þ (1; 1).Ó�çí ðåñßð�ùóç (1; 2), ãéá íá éó÷ýåé w(g) = 2, ç GA èá ðñÝðåé íá åßíáé ßóçìå Ýíáí áðü �ïõò êýâïõò C ó�éò ðéèáíÝò áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò gL. ÅðïìÝíùòd(xa1GA; xb1C) = 1, Ü�ïðï.Ó�çí ðåñßð�ùóç (1; 1), éó÷ýåé d(xb1GB ; xb1GC) = 1, Ü�ïðï.¸ó�ù ü�é w(g) = 1. Ôü�å �á âÜñç (w(gK); w(gL)) ìðïñïýí íá åßíáé åðéðëÝïí

(1; 0). Ôü�å üìùò, d(xb1GB ; xb1GC) = 0, Ü�ïðï.Ó�çí ðåñßð�ùóç üðïõ �á a; b; 
 åßíáé äéáöïñå�éêÜ áíÜ äýï, ç G ìðïñåß íá ãñáö�åßùò åîÞò G = xa1(GA ⊕GC)⊕ xb1(GB ⊕GC)Ôü�å �á âÜñç (w(gK); w(gL)) ìðïñïýí åðéðëÝïí íá åßíáé (2; 2) Þ (2; 1). Çðåñßð�ùóç (2; 1) åßíáé ðáñáðëÞóéá �çò ðåñßð�ùóçò (1; 2).Ó�çí ðåñßð�ùóç (2; 2) Ýíáò êýâïò C1 óå ìßá áðü �éò áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çògK ðñÝðåé íá åßíáé ßóïò ìå Ýíáí êýâï C2 óå ìßá áðü �éò åêöñÜóåéò �çò gL.ÅðïìÝíùò d(xa′1 C1; xb′1 C2) < 2, Ü�ïðï. 2Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá åßíáé áñêå�ü ãéá íá åããõçèåß ü�é êáìßá Ýêöñáóç ðïõáðï�åëåß�áé áðü �ñåéò êýâïõò ìÝóá óå Ýíá êÜëõììá äåí Ý÷åé âÜñïò ìéêñü�åñï áðü�ñßá, áí éêáíïðïéïýí�áé ïé ðñïûðïèÝóåéò.Ôï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá ðáñÝ÷åé Ýíá �ñüðï êá�áóêåõÞò üëùí �ùí äõíá�þí êáëõì-ìÜ�ùí ìßáò óõíÜñ�çóçò g ìå w(g) = 3. Ç áðüäåéîç åßíáé åìöáíþò åéäéêÞ ðåñßð�ùóç�çò áðüäåéîçò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2. Ôï ãåãïíüò üìùò ü�é w(g) = 3 áîéïðïéåß�áé ãéá�çí �á÷ý�åñç êá�áóêåõÞ �ùí êáëõììÜ�ùí.Èåþñçìá 12. ¸ó�ù óõíÜñ�çóç g ìå w(g) = 3. ¼ëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çòg ðñïêýð�ïõí áðü �éò áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåþí �çò.Áðüäåéîç. Åö' üóïí w(g) = 3 �á âÜñç �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí åßíáé �ï ðïëý �ñßá.¸ó�ù G = xa1GA ⊕ xb1GB ⊕ x
1GC (3.30)áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò g, üðïõ a; b; 
 ∈ {0; 1; 2} êáé ïé õðïåêöñÜóåéò GA; GB ; GCäåí åîáñ�éïýí�áé áðü �çí x1.Áí a = b = 
 �ü�å üëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò g ðñïêýð�ïõí áð' åõèåßáòáðü �éò áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò (GA ⊕GB ⊕GC) áðü �ï Èåþñçìá 1.
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Áí äýï åê �ùí a; b; 
 åßíáé ßäéá, ãéá ðáñÜäåéãìá a 6= b = 
, �ü�å ç (3.30) åßíáé�çò ìïñöÞò: G = xa1GA ⊕ xb1(GB ⊕GC) (3.31)Ôü�å ç (3.31) åßíáé �çò ìïñöÞò (1.4) êáé ïé gK = GA, gL = GB ⊕ GC åßíáéõðïóõíáñ�Þóåéò �çò g. Ôá âÜñç �ïõò åßíáé 1 êáé 2 áí�ßó�ïé÷á, åö' üóïí w(g) = 3.Ôü�å üëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò g �çò ìïñöÞò (3.31) ðñïêýð�ïõí áðü �éòáêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí gK ; gL ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 10.¸ó�ù a; b; 
 áíÜ äýï äéáöïñå�éêÜ. Ôü�å ç (3.30) ìðïñåß íá ãñáö�åß ùòG = xa1(GA ⊕GC)⊕ xb1(GB ⊕GC) (3.32)Ôá æåýãç âáñþí �ùí ó÷çìá�éæüìåíùí õðïóõíáñ�Þóåùí (w(gK); w(gL)) åßíáé

(2; 2), (2; 1) Þ (1; 2), äéü�é äéáöïñå�éêÜ, w(g) < 3. Åí�ïðßæïí�áé üëåò ïé áêñéâåßòåêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí âÜñïõò 2.Ó�çí ðåñßð�ùóç (2; 2), ç Ýêöñáóç (3.30) ðñïêýð�åé áðü �çí (3.32) åîå�Üæïí�áòãéá Ýíá êïéíü êýâï ìå�áîý æåõãþí åêöñÜóåùí �ùí gK ; gL.Ó�çí ðåñßð�ùóç (2; 1), Ýó�ù ü�é ç ìïíáäéêÞ Ýêöñáóç �çò gL åßíáé ç CL êáé ìßáÝêöñáóç �çò gK åßíáé ç C1⊕C2. �ü�å ç (3.30) áíáêá�áóêåõÜæå�áé áðü �çí (3.32)áí d(CL; C1) = 1 ùò åîÞò:G = xa1(C2 ⊕ C1)⊕ xb1CL
= xa1C2 ⊕ xb1CL ⊕ xC1 (C1 ⊕ CL)

= xa1C2 ⊕ xb1CL ⊕ xC1 C�áñüìïéá áí�éìå�ùðßæå�áé êáé ç ðåñßð�ùóç (1; 2). 2
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The purpose of abstra
tion is not to be vague, butto 
reate a new semanti
 level in whi
h one 
an beabsolutely pre
ise Edsger DijkstraÔï ðáñüí êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæåé ìßá áðïäï�éêÞ õëïðïßçóç åíüò áëãüñéèìïõ åëá-÷éó�ïðïßçóçò ESOPs âáóéóìÝíï ó�ï èåùñç�éêü öïñìáëéóìü �ïõ ðñïçãïýìåíïõ êå-öáëáßïõ.Ï áëãüñéèìïò åí�ïðßæåé �ïõëÜ÷éó�ï Ýíá áêñéâÝò ESOP äïóìÝíçò ëïãéêÞò óõ-íÜñ�çóçò f ðïëëáðëþí åîüäùí, n äõáäéêþí åéóüäùí, Þ éóïäýíáìá, �ïõëÜ÷éó�ï ÝíááêñéâÝò MVESOP ìßáò óõíÜñ�çóçò f ìïíáäéêÞò åîüäïõ, n + 1 åéóüäùí åê �ùíïðïßùí ç ìßá åßóïäïò åßíáé ðïëý�éìç.
4.1 �åííÞ�ïñ ÄÝí�ñïÁñ÷éêÜ, Ýíá �ñéáäéêü äÝí�ñï �ï ðïëý n åðéðÝäùí ðáñÜãå�áé áðü �ç óõíÜñ�çóçðñïò åëá÷éó�ïðïßçóç f(x1; : : : ; xn;X). Ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ áíáðáñéó�Ü �ç óõíÜñ-�çóç f . Ôá ðáéäéÜ êÜèå êüìâïõ áíáðáñéó�ïýí �éò �ñåéò õðïóõíáñ�Þóåéò �ïõ, åðïìÝ-íùò �ï i{ó�ï åðßðåäï ó÷å�ßæå�áé ìå áíáð�ýãìá�á �çò ìå�áâëç�Þò xi êáé ïé ðáñáãü-ìåíåò õðïóõíáñ�Þóåéò äåí åîáñ�þí�áé áðü ìå�áâëç�Ýò ðñïçãïýìåíùí åðéðÝäùí.Ç áíáäñïìéêÞ êá�áóêåõÞ �ïõ äÝí�ñïõ �åñìá�ßæåé óå êÜðïéï êüìâï, åß�å ü�áíìßá õðïóõíÜñ�çóç åßíáé ç ìçäåíéêÞ, Þ ü�áí Ý÷ïõí ðñáãìá�ïðïéçèåß n áíáð�ýãìá�á.ÅðïìÝíùò �á n-ó�ïõ åðéðÝäïõ öýëëá åßíáé literals �çò ìå�áâëç�Þò ðïëëáðëþí �éìþíX. Áêñéâåßò MVESOP åêöñÜóåéò äçìéïõñãïýí�áé ãéá êÜèå êüìâï, îåêéíþí�áò áðü�á öýëëá, åîå�Üæïí�áò êÜèå öïñÜ åêöñÜóåéò �ùí ðáéäéþí �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ êüìâïõ.
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¼ðï�å ðñïêýð�åé ç áíÜãêç äçìéïõñãßáò k{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí, ï áëãüñéèìïòäéáó÷ßæåé �ï äÝí�ñï ðñïò �á öýëëá óå Ýíá äåý�åñï ðÝñáóìá, äçìéïõñãþí�áò �éòáðáé�ïýìåíåò ìç{áêñéâåßò åêöñÜóåéò, ìüíï ü�áí áõ�Ýò åßíáé áðáñáß�ç�åò.
4.2 Ìå�áó÷çìá�éóìïßÇ äçìéïõñãßá MVESOP åêöñÜóåùí ðñáãìá�ïðïéåß�áé ìå �çí åöáñìïãÞ äýï âá-óéêþí ìå�áó÷çìá�éóìþí, ïé ïðïßïé åîå�Üæïõí æåýãç ðáéäéþí åíüò êüìâïõ êáé óõ-ìðëçñþíïõí �éò áêñéâåßò Þ k{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò ïé ïðïßåò Ý÷ïõí Þäç åí�ïðéó�åß.Ïé ìå�áó÷çìá�éóìïß ïíïìÜæïí�áé Common êáé Re
ursive Combine áí�ßó�ïé÷á.
4.2.1 Common Combine Ìå�áó÷çìá�éóìüòÏ ìå�áó÷çìá�éóìüò Common Combine åöáñìüæå�áé óå äýï êüìâïõò { ðáéäéÜg1; g2 åíüò êüìâïõ g êáé äÝ÷å�áé ùò ðáñÜìå�ñï �ï âáèìü éóïäõíáìßáò k �ùí åêöñÜ-óåùí �ïõ g ïé ïðïßåò ðñüêåé�áé íá äçìéïõñãçèïýí. Èåùñåß�áé ü�é üëåò ïé åêöñÜóåéò�ïõ g ìå âáèìü ìéêñü�åñï �ïõ k Ý÷ïõí Þäç äçìéïõñãçèåß óå ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ�ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý, åðïìÝíùò ãéá k > 0, �ï âÜñïò w(g) èåùñåß�áé ãíùó�ü. Éóïäý-íáìåò åêöñÜóåéò �ùí g1; g2 äçìéïõñãïýí�áé ìüíï ü�áí åßíáé áðáñáß�ç�åò. Áí�ßèå�á,ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �ùí g1; g2 èåùñïýí�áé åðßóçò ãíùó�Ýò.Óýìöùíá ìå �á áíáð�ýãìá�á (1.4), ïé õðïóõíáñ�Þóåéò g1; g2 ðñïóäéïñßæïõí ìåìïíáäéêü �ñüðï �ç óõíÜñ�çóç g. �éá ðáñÜäåéãìá, áí g1 = f{1} êáé g2 = f{0} �ü�åg = x{1}1 g1 ⊕ x{0}1 g2. ¸ó�ù xa1 ï óõí�åëåó�Þò �çò g1, xb1 ï óõí�åëåó�Þò �çò g2 êáéx
1 �ï �ñß�ï literal �çò ìå�áâëç�Þò x1, üðïõ 
 = a⊕ b.¸ó�ù G1i; G2j , k1{éóïäýíáìåò êáé k2{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �ùí g1; g2 áí�ß-ó�ïé÷á, u = |G1i ∩G2j | êáér = w(g1) + w(g2)− (w(f) + k)Áí r < 0 �ü�å ãéÜ üëá �á æåýãç (k1; k2) �Ý�ïéá þó�åk1 + k2 = −rìßá k{éóïäýíáìç Ýêöñáóç �çò g ðñïêýð�åé, �çò ìïñöÞòg = xa1 ·G1i ⊕ xb1 ·G2j (4.1)Áí 0 ≤ r ≤ u, �ü�å (ur) k{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò �çò g ðáñÜãïí�áé áðü �éòåêöñÜóåéò G1i; G2j . Ïé êýâïé ó�éò G1i; G2j äéá÷ùñßæïí�áé óå �ñßá óýíïëá G′a; G′b; G′
,üðïõ G′a = G1i\G2jG′b = G2j\G1iG′
 = G1i ∩G2j
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Ôï óýíïëï G′
 äéá÷ùñßæå�áé ðåñå�áßñù ó�á óýíïëá G
 êáé Gd, üðïõ w(G
) = r.ÕðÜñ÷ïõí (ur) �Ý�ïéåò äéá÷ùñßóåéò �ïõ G′
. ¸ó�ù Ga = G′a ∪Gd êáé Gb = G′b ∪Gd.¸íá k{éóïäýíáìï MVESOP �çò g ðñïêýð�åé, �çò ìïñöÞòg = xa1 ·Ga ⊕ xb1 ·Gb ⊕ x
1 ·G
 (4.2)Ç óçìáóéïëïãßá �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Common Combine äéáöïñïðïéåß�áé ó�çíåéäéêÞ ðåñßð�ùóç üðïõ k = 0. Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò åíäÝ÷å�áé íá äçìéïõñãÞóåé ìç-áêñéâÞ MVESOPs ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, äéü�é �ï âÜñïò w(g) äåí åßíáé áêüìçãíùó�ü ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç. Áõ�Ýò ïé åêöñÜóåéò áðïññßð�ïí�áé ü�áí åí�ïðéó�åßáêñéâÝó�åñï êÜ�ù üñéï ãéá �ï w(g) áðü áõ�ü ðïõ åßíáé Þäç ãíùó�ü, ãéá ðáñÜäåéãìá,áðü �ïí ìå�áó÷çìá�éóìü Re
ursive Combine ï ïðïßïò ðåñéãñÜöå�áé ðáñáêÜ�ù. Åðé-ðëÝïí, Gd = ∅ êáé �ü�å, ìüíï ìßá Ýêöñáóç ðñïêýð�åé áðü êÜèå æåýãïò G1i; G2j .�áñá�çñåß�áé ü�é ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Common Combine åöáñìüæå�áé áêüìç êáéó�çí ðåñßð�ùóç êá�Ü �çí ïðïßá ìßá áðü �éò g1; g2 åßíáé ç ìçäåíéêÞ óõíÜñ�çóç. Åö'üóïí ü�áí ìßá áðü �éò õðïóõíáñ�Þóåéò åßíáé ç ìçäåíéêÞ ïé õðüëïéðåò äýï åßíáé ßóåòìå�áîý �ïõò, �á æåýãç �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí ó�á ïðïßá åöáñìüæå�áé ï ìå�áó÷çìá�é-óìüò äåí åßíáé �á �ñéá äõíá�Ü, ãéá �çí áðïöõãÞ äçìéïõñãßáò ßäéùí åêöñÜóåùí.�áñÜäåéãìá 30. ¸ó�ù f = x1x2x3⊕x1x2x4⊕x̄1x3⊕x̄1x2x4. Ïé �ñåßò õðïóõíáñ�Þ-óåéò �çò f óå ó÷Ýóç ìå �ç ìå�áâëç�Þ x1 åßíáé ìç-ìçäåíéêÝò êáé f{1} = x2x3⊕x2x4,f{0} = x3 ⊕ x2x4.Ôá ESOPs ðïõ ðáñïõóéÜó�çêáí ãéá �éò f{1}; f{0} åßíáé áêñéâÞ êáé ï êýâïòx2x4 âñßóêå�áé ó�çí �ïìÞ �ïõò. ¸íá ðéèáíüí áêñéâÝò ESOP g �çò f ðñïêýð�åé,üðïõ g = x1x2x3 ⊕ x2x4 ⊕ x̄1x3.Áðü �ïí ïñéóìü �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý, ç äéÜ�áîç �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí g1; g2äåí åßíáé óçìáí�éêÞ. Ï ìå�áó÷çìáó�éìüò åðïìÝíùò åöáñìüæå�áé ó�á �ñßá äõíá�Üæåýãç õðïóõíáñ�Þóåùí (f{1}; f{0}), (f{1}; f{0;1}), (f{0}; f{0;1}).Ôá óýíïëá (I; J; a; b) åßíáé �ü�å ({1}; {0}; {1}; {0}), ({1}; {0; 1}; {0; 1}; {0}),

({0}; {0; 1}; {0; 1}; {1}). Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò ðáñïõóéÜæå�áé ó�ïí Áëãüñéèìï 4.
4.2.2 Re
ursive Combine Ìå�áó÷çìá�éóìüòÏ ìå�áó÷çìá�éóìüò Re
ursive Combine åöáñìüæå�áé åðßóçò óå äýï êüìâïõò {ðáéäéÜ g1; g2 åíüò êüìâïõ g êáé äÝ÷å�áé ùò ðáñÜìå�ñï �ï âáèìü k �ùí MVESOPs ðïõðñüêåé�áé íá äçìéïõñãçèïýí. ¸ó�ù W (g) ìßá åê�ßìçóç �ïõ âÜñïõò �çò óõíÜñ�çóçòg üðùò Ý÷åé åí�ïðéó�åß ìÝ÷ñé �ï óçìåßï �çò åöáñìïãÞò �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý. ¼�áík > 0, �ü�å W (g) = w(g).Ï ðõñÞíáò �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý åîå�Üæåé k1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò G1i óõíáñ-�Þóåùí g1 êáé g2, üðïõ k1 ∈ [0; : : : ; ⌊W (g)+4k

6 ⌋] ãéá êÜèå êüìâï g åê�üò �çò ñßæáòêáé k1 ∈ [0; : : : ; ⌊W (g)−3
6 ⌋] ãéá �ç ñßæá.Ç Ýêöñáóç G1i äéáìåñßæå�áé ó�á óýíïëá Ga; G
, üðïõ w(G2) = r. Ìßá íÝáóõíÜñ�çóç gn ó÷çìá�ßæå�áé, üðïõ gn = g2 ⊕G
 êáé åí�ïðßæïí�áé ïé áêñéâåßò åêöñÜ-óåéò �çò áíáäñïìéêÜ. Áí w(G1i) +w(gn) ≤W (g) + k �ü�å k{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéòðñïêýð�ïõí áðü �éò G1i êáé gn.
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Algorithm 4: Common Combine(f I ,fJ ,f ,a,b,k)begin
 = a⊕ bif k = 0 thenr = 0elser = w(f I) + w(fJ)− (w(f) + k)endiffor all k1; k2 ≥ 0 su
h as k1 + k2 = max{0;−r} dofor all k1{equivalent MVESOPs Ci in f I dofor all k2{equivalent MVESOPs Cj in fJ doCk = Ci ∩ Cju = |Ck|if k = 0 thenp = 0else if k1 + k2 > 0 thenp = uelsep = u− rendifif p ≥ 0 thenfor all partitions Ck1; Ck2 of Ck su
h as s(Ck1) = pdo add a new MVESOP to f in the form of
(xa(Ci\Ck2)⊕ xb(Cj\Ck2)⊕ x
Ck2)endforendifendforendforendforend
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¸ó�ù e = W (g) + k − (w(G1i) +w(gn)). Áí g åßíáé ï êüìâïò ñßæá �ü�å ìßá e{éóïäýíáìç Ýêöñáóç �çò gn ðñïêýð�åé. Äéáöïñå�éêÜ, üëåò ïé e{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò�çò gn äçìéïõñãïýí�áé. �éá êÜèå e{éóïäýíáìç Ýêöñáóç Gb �çò gn, ìßá k{éóïäýíáìçÝêöñáóç �çò g ðñïêýð�åé, �çò ìïñöÞò (4.2).�áñÜäåéãìá 31. ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç 4 ìå�áâëç�þí f = [2a52], ìå w(f) = 4,f{1} = [2a], f{0} = [52] êáé f{0;1} = [78]. Ç G = x2x3x4 ⊕ x4 åßíáé Ýíá áêñéâÝòESOP �çò f{1} êáé ï êýâïò x2x3x4 åðéëÝãå�áé ãéá íá ó÷çìá�éó�åß ç Ýêöñáóç G
.Ç óõíÜñ�çóç gn = G
⊕f{0;1} = [f8] ó÷çìá�ßæå�áé êáé åëá÷éó�ïðïéåß�áé. Ôü�å,w(gn) = 2 êáé Ýíá áêñéâÝò ESOP Gb �çò gn åßíáé �ï x̄2x3x4 ⊕ x2. ¸íá áêñéâÝòESOP g �çò f �ü�å áíáäïìåß�áé, üðïõ g = x4 ⊕ x1x2x3x4 ⊕ x̄1(x̄2x3x4 ⊕ x2).Ç éó÷ýò �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Re
ursive Combine åßíáé åìöáíÞò ãéá �çí ðáñá-ðÜíù óõíÜñ�çóç. Åíþ ç [2a52] åîáñ�Ü�áé áðü ìüëéò 4 ìå�áâëç�Ýò êáé Ý÷åé ó÷å�éêÜìéêñü âÜñïò, �á óõíïëéêÜ ESOPs ðïõ ðáñÜãïí�áé ãéá áõ�Þ êá�Ü �çí åê�Ýëåóç �ïõáëãüñéèìïõ åßíáé 23, óå áí�ßèåóç ìå 7 ü�áí ï ìå�áó÷çìá�éóìüò äåí åöáñìüæå�áé.Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Re
ursive Combine åöáñìüæå�áé óå üëá �á Ýîé äõíá�Ü æåýãçõðïóõíáñ�Þóåùí. Ôá óýíïëá (I; J; a; b) åßíáé �ü�å ({1}; {0}; {1}; {0}), ({1}; {0; 1};

{0; 1}; {0}), ({0}; {0; 1}; {0; 1}; {1}), ({0}; {1}; {0}; {1}), ({0; 1}; {1}; {0}; {0; 1})êáé ({0; 1}; {0}; {1}; {0; 2}).Ïé ðñáãìá�éêïß áðáñáß�ç�ïé âáèìïß éóïäõíáìßáò k1 �çò óõíÜñ�çóçò f I , êáèþòêáé ç ðáñÜìå�ñïò r ç ïðïßá ÷ñçóéìïðïéåß�áé ó�ç äéáìÝñéóç �çò Ýêöñáóçò G1i, åßíáéó�åíÜ óõíäåäåìÝíïé ìå �á âÜñç �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí f I ; fJ . Ç ìÝèïäïò ðáñáãùãÞò�ùí óùó�þí �éìþí �ùí k1; r áíáëýå�áé ðáñáêÜ�ù.Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò ðáñïõóéÜæå�áé ó�ïí Áëãüñéèìï 5. �éá �éò áíÜãêåò �çòðáñïõóßáóçò, ðáñïõóéÜæå�áé ìüíï ç ðáñáëëáãÞ êá�Ü �çí ïðïßá ðáñÜãïí�áé üëåò ïék{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò.
4.3 Lookup �ßíáêåòÅßíáé äõíá�ü íá äåé÷èåß, ìå �ç âïÞèåéá ðáñáäåéãìÜ�ùí, ü�é �á üñéá ðïõ ðñïêý-ð�ïõí áðü �á èåùñÞìá�á 7 êáé 8 åßíáé áêñéâÞ ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç. �ñáê�éêÜ üìùòç åðéðëÝïí ãíþóç �ùí âáñþí �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí åðé�ñÝðåé �ïí ðåñå�áßñù ðåñéïñé-óìü �ùí ðáñáìÝ�ñùí k1; r �ïõ Áëãüñéèìïõ 5. �ñáê�éêÜ, ç åýñåóç êáëý�åñùí ïñßùíåëá��þíåé äñáó�éêÜ �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ.�åñéóóü�åñï óõãêåêñéìÝíá, ãéá êÜèå r, ç �å�ñáðëÝ�á (w(g1); w(g2); k; k1)ïñßæåé ìïíáäéêÜ Ýíá åýñïò âáñþí ãéá �ç óõíÜñ�çóç f . ÅðïìÝíùò, ãéá äïóìÝíáw(g1); w(g2);W (f); k, üëá �á áðáñáß�ç�á, óýìöùíá ìå �ï èåùñç�éêü öïñìáëéóìü,æåýãç k1; r åí�ïðßæïí�áé.�áñáêÜ�ù óêéáãñáöåß�áé ç äéáäéêáóßá ðñïûðïëïãéóìïý �ùí ïñßùí ó�ï ìÝãåèïòåíüò MVESOP �ï ïðïßï ìðïñåß íá ðñïêýøåé áðü �çí åöáñìïãÞ �ïõ ìå�áó÷çìá�é-óìïý Re
ursive Combine, äïóìÝíùí �ùí w(g1); w(g2);W (f); k; r.Áñ÷éêÜ, üëá �á äõíá�Ü æåýãç k1; r ãéá ìßá k{éóïäýíáìç Ýêöñáóç (3.20) óõãêå-êñéìÝíïõ ìåãÝèïõò s åí�ïðßæïí�áé, áðáñèìüí�áò �á ðéèáíÜ ìåãÝèç �ùí åêöñÜóåùí
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Algorithm 5: Re
ursive Combine(f I ,fJ ,f ,a,b,k)begine = 0
 = a⊕ bfor all \proper" k1 ∈ [0; : : : ; ⌊W (g)+4k
6
⌋] doFind Equivalent(f I ; k1)for all \proper" r dofor all k1{equivalent MVESOPs G1i of f I dofor every subset G
 of G1i, s(G
) = r dogn = fJ ⊕G
Find Equivalent(gn; 0)if s(G1i) + w(gn) ≤W (f) + k thenif k > 0 thene = w(f) + k − s(G1i)− w(gn)Find Equivalent(gn; e)endiffor all e{equivalent Gb of gn doxa(G1i\G
)⊕ xbGb ⊕ x
G
is added to fendforendifendforendforendforendforend
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�ßíáêáò 4.1: Óõíäõáóìïß âáñþí ãéá �ï �áñÜäåéãìá 32�åñßð�ùóç Ga Gb G
 g1 g2 ÅíÝñãåéá4 1 11 5 2 ÁíáæÞ�çóç 1 Êïéíïý Êýâïõ2 5 1 ÄéáìÝñéóç g1, k1 = 0; r = 13 4 2 ÄéáìÝñéóç g2, k1 = 0; r = 13 2 14 4 3 ÁíáæÞ�çóç 1 Êïéíïý Êýâïõ5 4 2 ÄéáìÝñéóç g1, k1 = 0; r = 16 3 3 ÄéáìÝñéóç g2, k1 = 0; r = 12 2 27 4 4 ÁíáæÞ�çóç 2 Êïéíþí Êýâùí8 4 3 ÄéáìÝñéóç g1, k1 = 0; r = 29 4 2 ÄéáìÝñéóç g1, k1 = 0; r = 210 3 3 ÄéáìÝñéóç g1, k1 = 1; r = 2

(3.21), (3.22), (3.23). Ï áêñéâÞò ìç÷áíéóìüò ðåñéãñÜöå�áé ó�ï ðáñáêÜ�ù ðáñÜ-äåéãìá.
�áñÜäåéãìá 32. Áò åîå�Üóïõìå ìßá óõíÜñ�çóç f �çò ìïñöÞò (3.20) ìå w(f) = 6.¼ëá �á äõíá�Ü ìåãÝèç �ùí åêöñÜóåùí Ga; Gb; G
 êáé ïé óõíäõáóìïß âáñþí �ùíóõíáñ�Þóåùí g1; g2 äßíïí�áé ó�ïí ðßíáêá 4.1, üðïõ g1 = Ga⊕G
 êáé g2 = Gb⊕G
.�éá ëüãïõò áðëü�ç�áò, èåùñåß�áé ü�é w(g1) ≥ w(g2).Áðü �éò äÝêá äéáöïñå�éêÝò ðåñéð�þóåéò �ïõ ðßíáêá 4.1, ðáñá�çñåß�áé ü�é ï ìå-�áó÷çìá�éóìüò Re
ursive Combine åßíáé áðáñáß�ç�ïò ìüíï ãéá �çí ðåñßð�ùóç 8,áí ï ó�ü÷ïò åßíáé ç äçìéïõñãßá �ïõëÜ÷éó�ïí åíüò, áëëÜ ü÷é áðáñáé�Þ�ùò üëùí �ùíMVESOPs �çò f . Áí üëá �á MVESOPs åßíáé áðáñáß�ç�á, �ü�å ï Re
ursive Com-bine åöáñìüæå�áé åðßóçò êáé ó�éò ðåñéð�þóåéò 2; 3; 5; 6; 9; 10.Áí êáé èåùñç�éêÜ �á Üíù üñéá ãéá �éò k1; r åßíáé ⌊w(f)

6 ⌋ = 1 êáé ⌊w(f)
3 ⌋ = 2áí�ßó�ïé÷á, õðÜñ÷åé ìüëéò Ýíá æåýãïò âáñþí õðïóõíáñ�Þóåùí, óõãêåêñéìÝíá �ïæåýãïò (3; 3), ãéá �ï ïðïßï 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò åßíáé áðáñáß�ç�åò, êáé ìüëéò�ñåéò áðü �éò äÝêá ðåñéð�þóåéò ãéá �éò ïðïßåò r = 2.

¸íá óýíïëï áðü åîáðëÝ�åò �çò ìïñöÞò (k;w(g1); w(g2); k1; r; s) ðñïêýð�ïõí.�éá ðáñÜäåéãìá, ç åîáðëÝ�á (0; 3; 3; 1; 2; 6) êáèïäçãåß �ïí Re
ursive Combine ó�çäçìéïõñãßá 1{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí G1i �çò f I , êáé äéáìåñßóåùí G1i\G
, G
 �çòG1i, üðïõ s(G
) = 2, áí Ýíá áêñéâÝò MVESOP âÜñïõò Ýîé åðé÷åéñåß�áé íá åí�ïðéó�åß.Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá åöáñìüæå�áé ãéá óõãêåêñéìÝíåò �éìÝò �çò k ∈ [0; : : : ; kmax]êáé s ∈ [3; : : : ; smax] êáé üëåò ïé åîáðëÝ�åò �áîéíïìïýí�áé âÜóåé �ùí (k;w(g1); w(g2);k1; r). �éá êÜèå �Ý�ïéï óõíäõáóìü, �ï åýñïò �ùí åðéèõìç�þí ìåãåèþí s ðñïêýð�åé.
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4.4 Áëãüñéèìïò Åëá÷éó�ïðïßçóçòÌßá áðëïðïéçìÝíç Ýêäïóç �ïõ áëãüñéèìïõ åëá÷éó�ïðïßçóçò äßíå�áé ó�ïí Áëãü-ñéèìï 6. Áñêå�Ýò åðåê�Üóåéò âåë�éó�ïðïßçóçò êáé ÷åéñéóìïý �å�ñéììÝíùí ðåñéð�þ-óåùí ïé ïðïßåò äåí ðñïóöÝñïõí ó�çí êá�áíüçóç �ïõ áëãüñéèìïõ, ðáñáëåßðïí�áé.Ó�ï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá, äåß÷íå�áé ü�é ï Áëãüñéèìïò 6 åí�ïðßæåé óùó�Ü üëá �ák{éóïäýíáìá MVESOPs ìßáò äïóìÝíçò óõíÜñ�çóçò f ìå ìßá ìå�áâëç�Þ ðïëëáðëþí�éìþí.Èåþñçìá 13. Ï áëãüñéèìïò Find Equivalent(f; k) åí�ïðßæåé óùó�Ü üëá �á k{éóïäýíáìá MVESOPs �çò óõíÜñ�çóçò f .Áðüäåéîç. Áñêåß íá äåé÷èåß ü�é ïé ìå�áó÷çìá�éóìïß Common êáé Re
ursiveCombine äçìéïõñãïýí üëåò �éò åêöñÜóåéò ïé ïðïßåò áíáìÝíïí�áé áðü �á áí�ßó�ïé÷áëÞììá�á êáé èåùñÞìá�á.Ï Common Combine êáëýð�åé �á ëÞììá�á 2 êáé 3 üðùò åðßóçò êáé �çí ðñþ�çðåñßð�ùóç �ïõ èåùñÞìá�ïò 7. Ï Re
ursive Combine êáëýð�åé �éò õðüëïéðåò äýïðåñéð�þóåéò �ïõ èåùñÞìá�ïò 7. 2�áñá�çñåß�áé ü�é, ü�áí k = 0, ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Common Combine åíäå÷ïìÝ-íùò ðáñÜãåé ìç-áêñéâÞ MVESOPs, �á ïðïßá ó�ç óõíÝ÷åéá áðïññßð�ïí�áé. ÅðéðëÝïí,êáé ïé äýï ìå�áó÷çìá�éóìïß åíäÝ÷å�áé íá ðáñÜîïõí ßäéá MVESOPs óå êÜðïéï óç-ìåßï, �á ïðïßá åðßóçò áðïññßð�ïí�áé.
Algorithm 6: Find Equivalent(f; k)beginform f{1}; f{0}; f{0;1}Find Equivalent(f{1}; 0)Find Equivalent(f{0}; 0)Find Equivalent(f{0;1}; 0)Common Combine(f{1}; f{0}; f; {1}; {0}; k)Common Combine(f{1}; f{0;1}; f; {0; 1}; {0}; k)Common Combine(f{0}; f{0;1}; f; {0; 1}; {1}; k)if k > 0 or (f{1}; f{0}; f{0;1} 6= 0) thenRe
ursive Combine(f{1}; f{0}; f; {1}; {0})Re
ursive Combine(f{1}; f{0;1}; f; {0; 1}; {0})Re
ursive Combine(f{0}; f{0;1}; f; {0; 1}; {1})Re
ursive Combine(f{0}; f{1}; f; {0}; {1})Re
ursive Combine(f{0;1}; f{1}; f; {0}; {0; 1})Re
ursive Combine(f{0;1}; f{0}; f; {1}; {0; 1})endifend
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4.5 Ôå÷íéêÝò Åðé�Ü÷õíóçòÔï ðáñüí êåöÜëáéï ðåñéãñÜöåé êÜðïéåò áðü �éò óçìáí�éêü�åñåò �å÷íéêÝò âåë�é-ó�ïðïßçóçò, ïé ïðïßåò ðñïóöÝñïõí åðé�Ü÷õíóç �ïõëÜ÷éó�ïí ìßáò �Üîçò ìåãÝèïõò ãéááñêå�Ýò óõíáñ�Þóåéò.
4.5.1 Ca
hing Óõíáñ�Þóåùí�áñá�çñåß�áé ü�é åßíáé áñêå�Ü ðéèáíü äýï MVESOPs ìßáò äïóìÝíçò óõíÜñ�çóçòf íá Ý÷ïõí êïéíïýò êýâïõò. ÅðéðëÝïí, êïéíïß êýâïé åìöáíßæïí�áé ðåñéóóü�åñï óõ÷íÜüóï ï âáèìüò éóïäõíáìßáò �ùí MVESOPs áõîÜíåé.Õéïèå�üí�áò Ýíá ó÷Þìá 
a
hing ãéá �éò óõíáñ�Þóåéò �çò ìïñöÞò gn ïé ïðïßåòðáñÜãïí�áé áðü �ïí ìå�áó÷çìá�éóìü Re
ursive Combine, áðïöåýãå�áé ç åëá÷éó�ï-ðïßçóç ßäéùí óõíáñ�Þóåùí. �áñá�çñåß�áé ðåéñáìá�éêÜ ü�é �ï êÝñäïò óå �á÷ý�ç�áåßíáé áñêå�þí �Üîåùí ó�éò ðåñéóóü�åñåò ìç { �å�ñéììÝíåò óõíáñ�Þóåéò.
4.5.2 ×áñáê�çñéó�éêü ÄéÜíõóìáÓå áñêå�Ýò ðåñéð�þóåéò, ïé óõíáñ�Þóåéò gn ïé ïðïßåò ðáñÜãïí�áé áðü �ï ìå�á-ó÷çìá�éóìü Re
ursive Combine äåí åßíáé êá�Üëëçëåò þó�å íá ìðïñïýí íá åîá÷èïýíáðü áõ�Ýò MVESOPs. Åßíáé åðïìÝíùò éäéáß�åñá óçìáí�éêüò ï åí�ïðéóìüò �ïõ âÜ-ñïõò �ïõò, þó�å íá ìçí ðñáãìá�ïðïéåß�áé ç åëá÷éó�ïðïßçóÞ �ïõò ü�áí áõ�ü äåí åßíáéêá�Üëëçëï.Ï ðñïûðïëïãéóìüò �ùí âáñþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé ðñáê�éêüò ìüíï ãéá n < 5.�éá áõ�Ýò êáé ìüíï �éò óõíáñ�Þóåéò, ç åðÝê�áóç �ïõ Re
ursive Combine ìå �çí õðüóõíèÞêç åöáñìïãÞ �ïõ Find Equivalent äåí Ýäùóå ìå�ñÞóéìç âåë�ßùóç �á÷ý�ç�áòåê�Ýëåóçò.Ï ðñïûðïëïãéóìüò âáñþí óõíáñ�Þóåùí ãéá n = 5 äåí åßíáé ñåáëéó�éêüò, äéü�éï ÷þñïò óõíáñ�Þóåùí åßíáé ìåãÝèïõò 225 . Ìßá åíáëëáê�éêÞ ðñïóÝããéóç åßíáé çäéáìÝñéóç �ïõ ÷þñïõ �ùí óõíáñ�Þóåùí óå êëÜóåéò, Ý�óé þó�å üëåò ïé óõíáñ�Þóåéòìßáò óõãêåêñéìÝíçò êëÜóçò íá Ý÷ïõí �ï ßäéï âÜñïò, êáé åðéðëÝïí ï åí�ïðéóìüò �çòêëÜóçò ó�çí ïðïßá áíÞêåé ìßá óõíÜñ�çóç íá ðñáãìá�ïðïéåß�áé áðïäï�éêÜ.�áñÜäåéãìá 33. ¸ó�ù Ýíá ESOP F = x1x2 ⊕ x̄1x3 ìßáò óõíÜñ�çóçò f . Ç ðï-ëéêü�ç�á �ùí literals �çò ìå�áâëç�Þò x1 ó�ï F áíáó�ñÝöå�áé, êáé ðñïêýð�åé �ïF ′ = x̄1x2 ⊕ x1x3, �ï ïðïßï áí�éó�ïé÷åß óå ìßá äéáöïñå�éêÞ óõíÜñ�çóç f ′. �áñá-�çñåß�áé ü�é w(f) = w(f ′), åðïìÝíùò ïé óõíáñ�Þóåéò f; f ′ èá ìðïñïýóáí íá åßíáéìÝëç �çò ßäéáò êëÜóçò éóïäõíáìßáò.Ïé LP{éóïäýíáìåò êëÜóåéò åðéëÝ÷èçêáí êáé ç åñãáóßá �ïõ [KS95℄ åðáíõëïðïéÞ-èçêå êáé åíóùìá��þèçêå ó�ïí áëãüñéèìï. ¸íáò êÜðùò ðåñéóóü�åñï äéáéóèç�éêüò,áëëÜ ðáñïëáõ�Ü éóïäýíáìïò ïñéóìüò �çò LP{éóïäõíáìßáò, üðùò ðáñïõóéÜó�çêåó�çí [BDD73℄, äßíå�áé ðáñáêÜ�ù.
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Ïñéóìüò 18. Äýï óõíáñ�Þóåéò f; g åßíáé LP{éóïäýíáìåò Þ D{éóïäýíáìåò áí ç gìðïñåß íá ðñïêýøåé áðü �çí f ìå�Ü áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ìå�áó÷çìá�éóìþí�çò ìïñöÞò: (a) áí�éìå�Üèåóçò êáé áí�éó�ñïöÞò ðïëéêü�ç�áò ìå�áâëç�þí êáé (b)áí�éêá�Üó�áóçò �çò õðïóõíÜñ�çóçò f{0} Þ f{1}, ìå �çí f{0;1}.ÕðÜñ÷ïõí 6936 äéáêñé�Ýò LP{éóïäýíáìåò êëÜóåéò ãéá �éò óõíáñ�Þóåéò ðÝí�å ìå-�áâëç�þí. Ï õðïëïãéóìüò �ïõ âÜñïõò �çò óõíÜñ�çóçò ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ÷áñáê�ç-ñéó�éêïý äéÜíõóìá�üò �çò [KS95℄, �ï ïðïßï ðñïóäéïñßæåé ìïíáäéêÜ �çí êëÜóç ó�çíïðïßá áíÞêåé ç óõíÜñ�çóç, åßíáé óõíÞèùò �ïõëÜ÷éó�ï ìßá �Üîç ãñçãïñü�åñïò áðü�çí ðñáãìá�éêÞ åëá÷éó�ïðïßçóç �çò óõíÜñ�çóçò êáé �ïõ åí�ïðéóìïý �ùí ESOPs�çò.Ç óõãêåêñéìÝíç åðé�Ü÷õíóç ïñéóìÝíåò öïñÝò äéáäßäå�áé ó�ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �ïõáëãüñéèìïõ, ü�áí ç åëá÷éó�ïðïßçóç �çò áí�ßó�ïé÷çò óõíÜñ�çóçò gn áðïöåýãå�áé.�áñá�çñåß�áé ü�é ü�áí �ï w(gn) åßíáé êá�Üëëçëï, ç åê�Ýëåóç �ïõ Find Equivalentäåí åßíáé äõíá�ü íá áðïöåõ÷èåß.Ôï óçìáí�éêü�åñï ìåéïíÝê�çìá �çò åíóùìÜ�ùóçò �çò Ýííïéáò �çò LP{éóïäõíáìßáòåßíáé ü�é åßíáé äõíá�Þ ìüíï ãéá ìßá ðáñáëëáãÞ �ïõ áëãüñéèìïõ ç ïðïßá åëá÷éó�ï-ðïéåß óõíáñ�Þóåéò ÷ùñßò ìå�áâëç�Ýò ðïëëáðëþí �éìþí. Êá�' åðÝê�áóç, äåí åßíáéáîéïðïéÞóéìç ãéá óõíáñ�Þóåéò ðïëëáðëþí åîüäùí.
4.5.3 ÅðáíáäéÜ�áîç Ìå�áâëç�þíÅíþ êÜèå äéÜ�áîç ìå�áâëç�þí ç ïðïßá äéá�çñåß �çí ðïëý�éìç ìå�áâëç�Þ �åëåõ-�áßá ïäçãåß ó�çí åýñåóç áêñéâþí MVESOP, äåí áíáìÝíå�áé üëåò ïé äéá�Üîåéò íáðáñïõóéÜæïõí ðáñüìïéïõò ÷ñüíïõò åê�Ýëåóçò. �ßíå�áé ðñïóðÜèåéá åðïìÝíùò åí�ïðé-óìïý �Ý�ïéáò äéÜ�áîçò, þó�å ç åöáñìïãÞ �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Re
ursive Combineíá åëá÷éó�ïðïéåß�áé.
4.6 ¸íá ðáñÜäåéãìá åëá÷éó�ïðïßçóçò¸ó�ù óõíÜñ�çóç f Ýîé ìå�áâëç�þí, äïóìÝíç óå äåêáåîáäéêÞ ìïñöÞ:f = 65128284a0341262âÜñïõò w(f) = 11.Ïé õðïóõíáñ�Þóåéò �çò åßíáé ïéf1 = 65128284;f0 = a0341262êáé f2 = 
52690e6ìå w(f1) = w(f0) = w(f2) = 6.
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Ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f1 åßíáé çx̄1 x̄2 x̄3 x4 x̄5 ⊕ x̄1 x2 x̄3 x̄4 x5 ⊕ x̄1 x3 x4 x5 ⊕ x1 x̄2 x̄4 x5 ⊕ x1 x3x̄4 ⊕ x1 x2x̄5Áêïëïýèùò, åðéëÝãïí�áé �ñåéò êýâïé ãéá �ç äéáäéêáóßá �ïõ \âïìâáñäéóìïý", óõ-ãêåêñéìÝíá ïé x̄1 x̄2 x̄3 x4 x̄5, x̄1 x2 x̄3 x̄4 x5 êáé x1 x3x̄4.Ç óõíÜñ�çóç ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ï áðïêëåéó�éêü ¹ �ùí ðáñáðÜíù êýâùí êáé�çò õðïóõíÜñ�çóçò f0 åßíáé ç h013 = 90041066 ìå w(h013) = 5.Ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò h013 åßíáé çx̄1 x̄2 x̄4 x5 ⊕ x̄1 x̄2 x3 x4 x̄5 ⊕ x̄2 x̄3 x4 x̄5 ⊕ x2 x3 x̄4 x̄5 ⊕ x1 x2 x3 x4 x5ÅðïìÝíùò, ìßá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f ðñïêýð�åé ðïëëáðëáóéÜæïí�áò �ïõò ìç-åðéëåãìÝíïõò êýâïõò �çò f1 ìå x, �çí Ýêöñáóç �çò h013 ìå x̄ êáé �ùí åðéëåãìÝíùíêýâùí ìå 1.Ç ðñïêýð�ïõóá áêñéâÞò Ýêöñáóç �çò f åßíáé ç åîÞò: x1 x̄2 x4 x5 x6 ⊕ x1 x2 x̄3 x̄5 x6

⊕ x1 x2 x3x̄6 ⊕ x̄1 x̄2 x̄3 x̄5 x6 ⊕ x̄1 x̄2 x̄3 x4 x5 x̄6 ⊕ x̄1 x̄3 x̄4 x5 x̄6 ⊕ x̄1 x3 x4 x̄5 x̄6

⊕ x̄1 x2 x3 x4 x5 x6 ⊕ x̄2 x̄3 x̄4 x5 x̄6 ⊕ x̄2 x3 x̄4 x̄5 x6 ⊕ x2 x4x̄5.
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ÊåöÜëáéï 5
Åõñéó�éêÞ �ñïóÝããéóç

Although this may seem a paradox, all exa
t s
ien
eis dominated by the idea of approximationBertrand RussellÇ êá�áóêåõÞ åíüò åõñéó�éêïý áëãüñéèìïõ éêáíïý íá åëá÷éó�ïðïéÞóåé óõíáñ�Þ-óåéò ðïëëþí ìå�áâëç�þí Þ ó÷å�éêÜ ìåãÜëïõ âÜñïò Ý÷åé åîáéñå�éêÞ ðñáê�éêÞ óçìá-óßá, äåäïìÝíïõ ü�é ïé ESOP åêöñÜóåéò åßíáé êá�Ü ìÝóï üñï áñêå�Ü ìéêñü�åñåò áðü�éò áí�ßó�ïé÷åò SOP.Ï èåùñç�éêüò öïñìáëéóìüò åßíáé äõíá�ü íá åöáñìïó�åß êáé ó�çí ðåñéï÷Þ �çòåõñéó�éêÞò ESOP åëá÷éó�ïðïßçóçò, áí ÷ñçóéìïðïéçèåß óáí ëåé�ïõñãßá ìå�áó÷çìá-�éóìïý åíüò ðëÞèïõò êýâùí ìßáò äïóìÝíçò ESOP Ýêöñáóçò.Áõ�Þ ç ëåé�ïõñãßá ðáñáìå�ñïðïéåß�áé áðü �ï ðëÞèïò �ùí êýâùí ó�ïõò ïðïßïõòåöáñìüæå�áé êáèþò åðßóçò êáé áðü �ï êá�Ü ðüóï åöáñìüæå�áé Þ ü÷é ï ìå�áó÷çìá�é-óìüò Re
ursive Combine.Ç íÝá ëåé�ïõñãßá ïíïìÜæå�áé MV-FM(f, apply) êáé åßíáé Üìåóç åðÝê�áóç �ïõÁëãüñéèìïõ 6, üðïõ ï Re
ursive Combine åöáñìüæå�áé õðü óõíèÞêç, áíÜëïãá ìå�çí �éìÞ �çò boolean ðáñáìÝ�ñïõ apply .
5.1 Óêåëå�üò Åõñéó�éêïý ÁëãüñéèìïõÏ áëãüñéèìïò åöáñìüæå�áé óå ìßá óõíÜñ�çóç f ðïëëáðëþí åîüäùí. Áñ÷éêÜ,ðáñÜãå�áé Ýíá óõíÞèùò ìç { âÝë�éó�ï êÜëõììá Cj ãéá êÜèå Ýîïäï foj êáé åëá-÷éó�ïðïéåß�áé áíåîÜñ�ç�á áðü �éò õðüëïéðåò åîüäïõò. Áêïëïýèùò, �á ðáñáãüìåíáêáëýììá�á åíþíïí�áé óå Ýíá êÜëõììá C �ï ïðïßï áí�éðñïóùðåýåé üëåò �éò åîü-äïõò, �ï ïðïßï åëá÷éó�ïðïéåß�áé ðåñå�áßñù. Ï óêåëå�üò �ïõ åõñéó�éêïý áëãüñéèìïõáðåéêïíßæå�áé ó�ïí Áëãüñéèìï 7.Ï áëãüñéèìïò QuiXOR-C(C) åðéëÝãåé äéáäï÷éêÜ Ýíá ðëÞèïò b êýâùí áðü �ïäïóìÝíï êÜëõììá C êáé åëá÷éó�ïðïéåß �ï MVESOP G �ï ïðïßï �ïõò óõìðåñéëáì-
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Algorithm 7: QuiXOR(f)beginfor every output j of f doCj =Generate Cover(foj)QuiXOR-C(Cj)endforC =

⋃iCiQuiXOR-C(C)QuiXOR-L(C)end
âÜíåé. Ç ëßó�á �ùí ðáñáãüìåíùí MVESOPs äéá�ñÝ÷å�áé êáé �ï MVESOP E �ïïðïßï ìåãéó�ïðïéåß �ï E ∩ (C\G) åðéëÝãå�áé ãéá íá áí�éêá�áó�Þóåé �ï G ó�ï êÜ-ëõììá C.Ï áëãüñéèìïò �åñìá�ßæåé ìå�Ü áðü Ýíá ó�áèåñü ðëÞèïò åðáíáëÞøåùí i êá�Ü �éòïðïßåò �ï ìÝãåèïò �ïõ êáëýììá�ïò ðáñáìÝíåé ó�áèåñü. �éá êÜèå åðáíÜëçøç j, áðëÜåõñéó�éêÜ �á ïðïßá åîáñ�þí�áé áðü �á i; j, åðéëÝãïõí �çí ðáñÜìå�ñï b êáèþò êáé �ïêá�Ü ðüóï ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Re
ursive Combine åöáñìüæå�áé.Ï QuiXOR-C áðåéêïíßæå�áé ó�ïí Áëãüñéèìï 8.
Algorithm 8: QuiXOR-C(C)beginloop = 0while loop < iterations doloop = loop+ 1

{b; all} =pseudo-annealing(loop; iterations)G =sele
t-random-
ubes(C; b)MV-FM(G; all)sele
t MVESOP E that maximizes E ∩ (C\G)sizekept = s(C)C = (C\G) ∪ Eif size(C) < sizekept thenloop = 0endifendwend
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5.1.1 Áñ÷éêü ÊÜëõììáÄýï åíáëëáê�éêÜ áñ÷éêÜ êáëýììá�á äçìéïõñãïýí�áé ãéá íá åëåã÷èåß ç ðïéü�ç�á�ùí áðï�åëåóìÜ�ùí �ïõ áëãüñéèìïõ, êáé óõãêåêñéìÝíá �ï ìÝãåèïò �ùí ëýóåùí êáéïé ÷ñüíïé åê�Ýëåóçò.Ôï ðñþ�ï åßíáé áðëÜ �ï êÜëõììá åëá÷éó�üñùí ìßáò óõíÜñ�çóçò f . Óõãêå-êñéìÝíá, �ï áñ÷éêü êÜëõììá C óõìðåñéëáìâÜíåé üëá �ïõò åëá÷éó�üñïõò ãéá �ïõòïðïßïõò ç f Ý÷åé �éìÞ 1.Ôï äåý�åñï åßíáé �ï øåýäï { Krone
ker êÜëõììá, �ï ïðïßï ðáñÜãå�áé áðü �ïíÁëãüñéèìï 6 ü�áí ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Re
ursive Combine äåí åöáñìüæå�áé óå êáìßáðåñßð�ùóç êáé æåýãç õðïóõíáñ�Þóåùí äåí åîå�Üæïí�áé ãéá êïéíïýò êýâïõò. ÔïìÝãåèïò �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ êáëýììá�ïò åßíáé óõíÞèùò êá�Ü ðïëý ìéêñü�åñï �ïõêáëýììá�ïò åëá÷éó�üñùí.Áí�ßèå�á ìå ü�é äéáéóèç�éêÜ áíáìÝíå�áé, ðåéñáìá�éêÜ ðáñá�çñïýìå ü�é �ï ìÝãåèïò�çò �åëéêÞò ESOP Ýêöñáóçò äåí åîáñ�Ü�áé áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ áñ÷éêïý êáëýììá-�ïò. Äåí éó÷ýåé üìùò �ï ßäéï êáé ãéá �ïõò ÷ñüíïõò åê�Ýëåóçò.
5.1.2 Åëá÷éó�ïðïßçóç ðëÞèïõò LiteralsÌå�Ü �çí åëá÷éó�ïðïßçóç, �ï �åëéêü êÜëõììá C �ïõ åõñéó�éêïý áëãüñéèìïõ,åðáíåëá÷éó�ïðïéåß�áé, ìå ó�ü÷ï �ç ìåßùóç �ïõ óõíïëéêïý ðëÞèïõò �ùí literals ó�ïC. Ïé äéáöïñÝò ó' áõ�ü �ï âÞìá áðü �ïí QuiXOR-C(C) åí�ïðßæïí�áé ó�ï ü�é �ïðëÞèïò �ùí êýâùí ðïõ åðéëÝãïí�áé áðü �ï C ãéá íá ó÷çìá�ßóïõí �çí G åßíáé ðÜí�ï�åðÝí�å, ðáñÜãïí�áé üëá �á MVESOPs �çò G, êáèþò êáé ü�é �ï MVESOP E ðïõåðéëÝãå�áé åßíáé �Ý�ïéï Ý�óé þó�å �ï ðëÞèïò �ùí literals �ïõ íá åßíáé �ï ìéêñü�åñïäõíá�ü.Ôï óõãêåêñéìÝíï âÞìá ïíïìÜæå�áé QuiXOR-L(C). �áñá�çñåß�áé ü�é �ïQuiXOR-L(C) ìðïñåß íá åöáñìïó�åß ó�çí Ýîïäï êÜèå åõñéó�éêïý áëãüñéèìïõ åëá÷éó�ïðïßç-óçò ESOP, ü÷é ìüíï �ïõ ðñï�åéíüìåíïõ.
5.2 �ñï�åéíüìåíïò Åõñéó�éêüò Áëãüñéèìïò¸÷ïí�áò ðáñïõóéÜóåé ðáñáðÜíù �ç ìïñöÞ åíüò ãåíéêïý åõñéó�éêïý áëãüñéèìïõðïõ âáóßæå�áé óå ìå�áó÷çìá�éóìïýò êýâùí, ó' áõ�Þ �çí ðáñÜãñáöï ðñï�åßíïõìåÝíáí åõñéó�éêü áëãüñéèìï âáóéóìÝíï ó�á èåùñç�éêÜ áðï�åëÝóìá�á �çò ðáñáãñÜöïõ3.5.Äçìéïõñãïýìå Ýíá áñ÷éêü øåõäï-Krone
ker êÜëõììá F äïóìÝíçò óõíÜñ�çóçòf . Ï ó�ü÷ïò åßíáé ç ó�áäéáêÞ ìåßùóç �ïõ ìåãÝèïõò �ïõ F åðéëÝãïí�áò äéáäï÷éêÜÝíá ðëÞèïò êýâùí êáé ìå�áó÷çìá�ßæïí�Üò �ïõò êá�Üëëçëá.Ôï êÜëõììá äéá�çñåß�áé ùò ëßó�á êýâùí êáé êÜèå êýâïò êñá�åß�áé åóù�åñéêÜóå PN ìïñöÞ. Óå êÜèå êýâï, æåýãç 2 bits ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �éò 3 ðéèáíÝòêá�áó�Üóåéò ìßáò ëïãéêÞò ìå�áâëç�Þò.
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Algorithm 9: Minimizer (f; quality)beginF=Generate Pseudo{Krone
ker Cover (f);loop=quality;while loop > 0 dos=Size (F);Eliminate Distan
e 01 Cubes (F);Perform All 2to2 (F);Shu�e (F);if s = Size(F ) thenloop=loop-1;elseloop=quality;endifendwend
ÅðáíáëáìâÜíïõìå �á ðáñáêÜ�ù âÞìá�á ãéá ðñïêáèïñéóìÝíï ðëÞèïò åðáíáëÞ-øåùí: Åí�ïðßæïõìå ó�ï F üëá �á æåýãç êýâùí áðüó�áóçò 0 êáé 1. Ó�çí ðñþ�çðåñßð�ùóç, ïé êýâïé áöáéñïýí�áé áðü �ï êÜëõììá åíþ ó�ç äåý�åñç áí�éêáèßó�áí�áéáðü �ïí áí�ßó�ïé÷ï ìïíáäéêü êýâï.Áêïëïýèùò, åðéëÝãïí�áé äýï êýâïé 
i; 
j êáé åí�ïðßæïí�áé üëåò ïé åíáëëáê�éêÝòåêöñÜóåéò �çò óõíÜñ�çóçò 
i ⊕ 
j óýìöùíá ìå �ï èåþñçìá 10. �éá êÜèå ìßá áðüáõ�Ýò �éò åêöñÜóåéò 
1 ⊕ 
2, åîå�Üæïõìå áí êÜðïéïò áðü �ïõò 
1; 
2 Ý÷åé áðüó�áóçìéêñü�åñç áðü 2 ìå êÜðïéï êýâï 
 áðü �ï õðüëïéðï êÜëõììá. �éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ùd(
1; 
) = 1. Áí õðÜñ÷åé �Ý�ïéïò êýâïò 
, �ü�å áí�éêáèéó�ïýìå �ïõò 
i; 
j ìå �ïõò
′; 
2, üðïõ 
′ = 
1 ⊕ 
.Áöïý ðñáãìá�ïðïéÞóïõìå üëïõò �ïõò äõíá�ïýò 2→ 2 ìå�áó÷çìá�éóìïýò, åöáñ-ìïæïõìå ìßá äéáäéêáóßá ìå�áó÷çìá�éóìïý �ïõ êáëýììá�ïò F ç ïðïßá äåí ìåéþíåé�ï ìÝãåèüò �ïõ, áëëÜ åðé�ñÝðåé �çí åöáñìïãÞ ðåñå�áßñù 2 → 2 ìå�áó÷çìá�éóìþíóå åðüìåíï ó�Üäéï.Ç äéáäéêáóßá áõ�Þ ïíïìÜæå�áé Shu�e, êáé ðñáãìá�ïðïéåß�áé óå äýï ó�Üäéá. Áñ-÷éêÜ, ðñáãìá�ïðïéïýìå ìßá �õ÷áßá ìå�Üèåóç ó�ïõò êýâïõò �ïõ F . ¸ðåé�á, �ï êÜ-ëõììá äéáìåñßæå�áé óå ïìÜäåò �ùí �ñéþí êýâùí, áãíïþí�áò ðéèáíþò Ýíáí Þ äýïêýâïõò.Åí�ïðßæïí�áé üëåò ïé áêñéâåßò åêöñÜóåéò �çò êÜèå ïìÜäáò. Ìßá áðü áõ�Ýò åðé-ëÝãå�áé �õ÷áßá êáé áí�éêáèéó�Ü �ïõò áñ÷éêïýò êýâïõò �çò ïìÜäáò.ÄåäïìÝíïõ ü�é Ý÷ïõí ðñáãìá�ïðïéçèåß üëïé ïé 2→ 2 ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñéí áðü�çí åêêßíçóç �ïõ âÞìá�ïò Shu�e, áðü �ï èåþñçìá 11, ç óõíÜñ�çóç ðïõ ðñïêý-ð�åé áðü �ïõò êýâïõò �çò êÜèå ïìÜäáò, Ý÷åé âÜñïò áêñéâþò 3. Áõ�Þ ç ðëçñïöïñßáåðé�á÷ýíåé óçìáí�éêÜ �çí áðüê�çóç üëùí �ùí åêöñÜóåùí êÜèå ïìÜäáò.
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Algorithm 10: Find 2to2 (
1; 
2)beginFix an ordering x1; x2; : : : ; xn of the variables in 
1; 
2 su
h asx1; : : : ; xk appear in same literal form (k ≥ 0);Form P = 
ommon part of 
1; 
2;Form g = 
′1 ⊕ 
′2, where 
′1; 
′2 are equal to 
1; 
2 with P removed;Find g1; g0; g2 a

ording to De�nition 8;Find w(g1); w(g0); w(g2) a

ording to Lemma 8;if max(w(g1); w(g0); w(g2)) = 2 thenreturn [(
1 ⊕ 
2)];endifreturn [(Pxk+1g1 ⊕ Px̄k+1g0);

(Pxk+1g2 ⊕ Pg0);
(Px̄k+1g2 ⊕ Pg1)];end

Ç äéáäéêáóßá åðáíáëáìâÜíå�áé ãéá ó�áèåñü ðëÞèïò åðáíáëÞøåùí êá�Ü �éò ïðïßåò�ï ìÝãåèïò �ïõ êáëýììá�ïò äåí ìåéþíå�áé. Ï áëãüñéèìïò ðáñïõóéÜæå�áé ó�ïí Áëãü-ñéèìï 9. Ïé áëãüñéèìïé ãéá �çí ðñáãìá�ïðïßçóç �ùí 2 → 2 êáé 3 → 3 ìå�áó÷çìá-�éóìþí ðáñïõóéÜæïí�áé ó�ïõò Áëãüñéèìïõò 10 êáé 11 áí�ßó�ïé÷á.
5.3 ÌåëÝ�ç ìå�áó÷çìá�éóìïý êýâùíÇ ðïéü�ç�á �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí �ùí åõñéó�éêþí áëãïñßèìùí åîáñ�Ü�áé Üìåóááðü �ïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò êýâùí ðïõ õéïèå�ïýí�áé. Åßíáé åðïìÝíùò ÷ñÞóéìï íáðñïóäéïñéó�åß ç éó÷ýò �ùí ðñï�åéíüìåíùí ìå�áó÷çìá�éóìþí óå ó÷Ýóç ìå áõ�ïýò �çòâéâëéïãñáößáò.
5.3.1 Óýãêñéóç ìå ïðïéïäÞðï�å ìå�áó÷çìá�éóìü êýâùíÏðïéïóäÞðï�å äõíá�üò ìå�áó÷çìá�éóìüò, äÝ÷å�áé Ýíá óýíïëï k1 êýâùí êáé �ïõòìå�á�ñÝðåé ó' Ýíá éóïäýíáìï óýíïëï k2 êýâùí, ìå k2 ≥ k1. Ïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóçf Þ ïðïßá åßíáé ßóç ìå �ï áðïêëåéó�éêü ¹ �ùí áñ÷éêþí k1 êýâùí.Ìå �ç âïÞèåéá �ïõ èåùñÞìá�ïò 7, åßíáé äõíá�ü íá êá�áóêåõÜóïõìå �ï óýíïëïÌ üëùí �ùí ðéèáíþí k′{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí �çò f , üðïõ k′ = (k2 − w(f)).ÊÜèå Ýêöñáóç ESOP �çò f áêñéâþò k2 êýâùí óõìðåñéëáìâÜíå�áé ó�ï Ì , åðïìÝ-íùò ç éó÷ýò ïðïéïõäÞðï�å äõíá�ïý ìå�áó÷çìá�éóìïý åßíáé ìéêñü�åñç áðü áõ�Þ �ïõðñï�åéíüìåíïõ.



66 Åõñéó�éêÞ �ñïóÝããéóç
Algorithm 11: Find 3to3 (
1; 
2; 
3)begin�x an ordering x1; : : : ; xn of the variables in 
1; 
2; 
3 su
h asx1; : : : ; xk appear in same literal form (k ≥ 0);form P = 
ommon part Of 
1; 
2; 
3;form g = 
′1 ⊕ 
′2 ⊕ 
′3, where 
′1; 
′2; 
′3 are equal to 
1; 
2; 
3 with Premoved;Reslist = [];�nd g1; g0; g2 a

ording to De�nition 8;�nd w(g1); w(g0); w(g2) a

ording to Lemma 8 and Theorem 11;�nd all exa
t expressions of gi if w(gi) < 3, where i ∈ [0; 1; 2];for ea
h pair (gA; gB), where (w(gA); w(gB)) is (2; 2) or (2; 1) doLet the 
orresponding literals a

ording to (1.4) be xak+1; xbk+1,su
h as g = xak+1gA ⊕ xbk+1gB, and x
k+1 be the third form of theliteral;if (w(gA); w(gB)) = (2; 2) thenfor all expressions (
A1 ⊕ 
A2) of gA dofor all expressions (
B1 ⊕ 
B2) of gB doif 
A1 = 
B1 thenResList+ = (Pxak+1
A2 ⊕ Pxbk+1
B2 ⊕ Px
x+1
A1);else if 
A1 = 
B2 thenResList+ = (Pxak+1
A2 ⊕ Pxbk+1
B1 ⊕ Px
x+1
A1);else if 
A2 = 
B1 thenResList+ = (Pxak+1
A1 ⊕ Pxbk+1
B2 ⊕ Px
x+1
A2);else if 
A2 = 
B2 thenResList+ = (Pxak+1
A1 ⊕ Pxbk+1
B1 ⊕ Px
x+1
A2);endforendforelsefor all expressions (
A1 ⊕ 
A2) of gA doResList+ = (Pxak+1
A1 ⊕ Pxak+1
A2 ⊕ Pxbk+1gB);if d(
A1; gB) = 1 then
′ = 
A1 ⊕ gB;ResList+ = (Pxak+1
A2 ⊕ Pxbk+1
′ ⊕ Px
k+1
A1);else if d(
A2; gB) = 1 then
′ = 
A2 ⊕ gB;ResList+ = (Pxak+1
A1 ⊕ Pxbk+1
′ ⊕ Px
k+1
A2);endforendifendforreturn ResList;end
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5.3.2 Óýãêñéóç ìå �ï ìå�áó÷çìá�éóìü exorlinkÏ ìå�áó÷çìá�éóìüò exorlink (ðáñÜãñáöïò 2.2.4) åßíáé ï éó÷õñü�åñïò ìå�áó÷ç-ìá�éóìüò ðïõ Ý÷åé ðñï�áèåß ó�ç âéâëéïãñáößá. Ï ðëÝïí áðïäï�éêüò åõñéó�éêüò áëãü-ñéèìïò (exor
ism4 ) âáóßæå�áé ó' áõ�üí [MP01℄, åðïìÝíùò åßíáé ï êá�áëëçëü�åñïòãéá óýãêñéóç ìå �ïõò ðñï�åéíüìåíïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò �çò äéá�ñéâÞò.¼ðùò äåßîáìå ó�çí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, ç éó÷ýò ïðïéïõäÞðï�å ìå�áó÷ç-ìá�éóìïý, åðïìÝíùò êáé �ïõ exorlink, åßíáé ìéêñü�åñç áõ�Þò �ïõ ðñï�åéíüìåíïõ ìå-�áó÷çìá�éóìïý. Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á, áêüìç êáé ç áðëïýó�åñç ðáñáëëáãÞ �ïõðñï�åéíüìåíïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý ç ïðïßá ðáñÜãåé ìüíï áêñéâåßò åêöñÜóåéò ìðïñåßíá äåé÷èåß ü�é åßíáé éó÷õñü�åñç �ïõ exorlink üðùò áõ�üò åöáñìüæå�áé ó�çí [MP01℄.Èõìßæïõìå ü�é ç åñãáóßá [MP01℄ õéïèå�åß �ïí exorlink-4, ï ïðïßïò ðáñÜãåé 4êýâïõò áðü 2 äïóìÝíïõò êýâïõò. Óå êÜèå åðáíÜëçøç, ï áëãüñéèìïò exor
ism4 ðñï-óðáèåß íá ìåéþóåé �ï ìÝãåèïò �ïõ êáëýììá�ïò. Êá�Ü �ç äéÜñêåéá �çò êÜèå åðáíÜëç-øçò, êáé ìå�Ü áðü êÜèå åöáñìïãÞ �ïõ exorlink-4, �ï êÜëõììá áõîÜíåé ðñïóùñéíÜ.ËÞììá 9. Ç éó÷ýò �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý exorlink-4 ü�áí áõ�üò ÷ñçóéìïðïåß�áé�ï ðïëý l öïñÝò óå êÜèå åðáíÜëçøç, åßíáé ìéêñü�åñç áõ�Þò �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý�nd equivalent(f,0), üðïõ w(f) < 4l + 1.Áðüäåéîç. ¸ó�ù ü�é ï exorlink-4 åöáñìüæå�áé �ï ðïëý l öïñÝò óå êÜèå åðá-íÜëçøç (ç ðáñÜìå�ñïò l åßíáé ó÷å�éêÜ ìéêñüò áñéèìüò êáé êáèïñßæåé �ï âÜèïò �çòáíáæÞ�çóçò). Ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, ðáñÜãïí�áé 4l êýâïé áðü 2l êýâïõò.ÄåäïìÝíïõ ü�é �ï ìÝãåèïò �ïõ êáëýììá�ïò ìåéþíå�áé óå êÜèå åðáíÜëçøç, êÜ-ðïéïé áðü �ïõò õðüëïéðïõò êýâïõò �ïõ êáëýììá�ïò Ý÷ïõí áðüó�áóç 0 Þ 1 ìå �ïõòíÝïõò 4l êýâïõò. Ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, ïé 4l êýâïé äåí óõìðåñéëáìâÜíïõí êý-âïõò ìå áðüó�áóç 0 áðü �ïõò êýâïõò �ïõ õðüëïéðïõ êáëýììá�ïò.Ôü�å, ïé 4l êýâïé óõìðåñéëáìâÜíïõí 2l + 1 êýâïõò ïé ïðïßïé Ý÷ïõí áðüó�áóç 1ìå êÜðïéïõò 2l + 1 êýâïõò �ïõ õðüëïéðïõ êáëýììá�ïò. Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, ç�ñÝ÷ïõóá åðáíÜëçøç áí�éêáèéó�Ü �ïõò 2l+(2l+1) = 4l+1 êýâïõò áðü �ï êÜëõììáìå (2l − 1) + (2l + 1) = 4l íÝïõò êýâïõò.Áí èåùñÞóïõìå �ïõò 4l+1 áñ÷éêïýò êýâïõò ùò ìßá óõíÜñ�çóç f , �ü�å w(f) ≤ 4lêáé ï ìå�áó÷çìá�éóìüò �nd equivalent(f,0), ï ïðïßïò åí�ïðßæåé áêñéâåßò åêöñÜóåéò�çò f åßíáé áñêå�üò ãéá íá ìåéþóåé �ï ìÝãåèïò �ïõ êáëýììá�ïò �ïõëÜ÷éó�ï üóïáõ�ü èá ìåéþíïí�áí áðü �éò l åöáñìïãÝò �ïõ exorlink-4. 2
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ÊåöÜëáéï 6
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In theory, there is no di�eren
e between theory andpra
ti
e, but not in pra
ti
e Anonymous
Ó' áõ�ü �ï êåöÜëáéï áíáëýïõìå åê�åíþò �ç áðüäïóç �ùí ðñï�åéíüìåíùí áëãü-ñéèìùí áêñéâïýò êáé åõñéó�éêÞò åëá÷éó�ïðïßçóçò. Ôá ðåéñáìá�éêÜ äåäïìÝíá áêï-ëïõèïýí �çí ðáñïõóßáóç �ïõ èåùñç�éêïý öïñìáëéóìïý.Ó�çí åðüìåíç ðáñÜãñáöï åîå�Üæïõìå �çí áðüäïóç �ïõ áêñéâïýò áëãüñéèìïõóå óõíáñ�Þóåéò âÜñïõò �ï ðïëý åð�Ü, üðïõ äåí õðÜñ÷åé áíÜãêç ðáñáãùãÞò k{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí. Áêïëïõèïýí ðåéñáìá�éêÜ äåäïìÝíá ãéá óõíáñ�Þóåéò âÜñïõò�ï ðïëý äþäåêá, üðïõ 1{éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò åßíáé áðáñáß�ç�åò.Ó�çí ðáñÜãñáöï 6.3 äéåñåõíÜ�áé ç áðüäïóç �ïõ áêñéâïýò áëãüñéèìïõ óå óõíáñ-�Þóåéò ðïëëáðëþí åîüäùí. ÔÝëïò, ó�çí ðáñÜãñáöï 6.4 åîå�Üæïõìå �çí áðüäïóç�ïõ ðñï�åéíüìåíïõ åõñéó�éêïý áëãüñéèìïõ êáé �ïí óõãêñßíïõìå ìå �ïõò áí�ßó�ïé-÷ïõò áëãüñéèìïõò �çò âéâëéïãñáößáò.

6.1 Óõíáñ�Þóåéò âÜñïõò �ï ðïëý åð�Ü�éá �ïí Ýëåã÷ï �çò áðüäïóçò �ïõ áëãüñéèìïõ óå óõíáñ�Þóåéò âÜñïõò �ï ðïëýðÝí�å êáé �ï ðïëý åð�Ü, äçìéïõñãÞóáìå äýï óýíïëá �õ÷áßùí óõíáñ�Þóåùí.�éá ðëÞèïò ìå�áâëç�þí n ∈ [5::20], ðëÞèïò åëá÷éó�üñùí m ∈ [5::mi], 
i �õ÷áßåòóõíáñ�Þóåéò äçìéïõñãÞèçêáí, üðïõ m1 = 10;m2 = 15; 
1 = 250; 
2 = 10 êáé i ∈
[1; 2]. ¸ó�ù ü�é áõ�Ýò ïé óõíáñ�Þóåéò åßíáé ïé fi(n;m; l). �éá êÜèå fi(n;m; l),õðïëïãßó�çêå ï ÷ñüíïò ãéá �ç äçìéïõñãßá �ùí åëÜ÷éó�ùí ESOP åêöñÜóåþí �çò.Ôá äåäïìÝíá óõëëÝ÷èçêáí óå Ýíá 32-bit Linux óýó�çìá AMD Athlon 900MHz ìåìíÞìç 768MB.
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Ó÷Þìá 6.1: ÌÝóïò ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò óõíáñ�Þóåùí âÜñïõò �ï ðïëý ðÝí�å
¸ó�ù t[fi(n;m; l)] ï ÷ñüíïò ðïõ õðïëïãßó�çêå ó�ï ðñïçãïýìåíï âÞìá. �éáêÜèå óýíïëï óõíáñ�Þóåùí ðëçèõêü�ç�áò 
i, õðïëïãßó�çêå ï ìÝóïò ÷ñüíïò

1
i 
i
∑l=1

t[fi(n;m; l)]
Ôá áðï�åëÝóìá�á ðáñïõóéÜæïí�áé ó�á ó÷Þìá�á 6.1 êáé 6.2. Ïé áðáé�Þóåéò óå ìíÞìçåßíáé åëÜ÷éó�åò êáé åßíáé êõñßùò áðüññïéá �çò åðéëå÷èåßóáò áíáðáñÜó�áóçò åëá÷é-ó�üñùí. Ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç áðáé�Þèçêå ìÝãåèïò ìíÞìçò 4ÌÂ.Åðéóçìáßíå�áé ü�é ç ðñï�åéíüìåíç ðñïóÝããéóç åßíáé ç ìïíáäéêÞ ó�ç âéâëéïãñáößáìå �ç äõíá�ü�ç�á íá ðáñÜãåé üëåò �éò äõíá�Ýò áêñéâåßò ESOP åêöñÜóåéò äïóìÝíçòóõíÜñ�çóçò êáé ìå ðñáê�éêïýò ÷ñüíïõò åê�Ýëåóçò.ÅðéðëÝïí, �á áðï�åëÝóìá�á åßíáé óáöþò áíþ�åñá óõãêñéíüìåíá ìå �çí [Sas93b℄,ó�çí ïðïßá óå ìç÷Üíçìá HP 9000 Model 720 ìå ìíÞìç 64MB, óõíáñ�Þóåéò ìån = 8 êáé m = 3; 4; 5 áðáé�ïýí 110, 700 êáé 1400 äåõ�åñüëåð�á ãéá åëá÷éó�ïðïßçóç,åíþ óõíáñ�Þóåéò ìå n = 9 êáé m = 3; 4 ÷ñåéÜæïí�áé 790 êáé 3600 äåõ�åñüëåð�ááí�ßó�ïé÷á.Ó�çí [SM01℄, ðáñÜãïí�áé åëÜ÷éó�åò ESOP åêöñÜóåéò ãéá n = 8 êáé m = 11,üìùò �ï ãåãïíüò ü�é ïé åêöñÜóåéò åßíáé áêñéâåßò ðñïêýð�åé áðü óõãêñßóåéò ìå åê�éìÞ-óåéò êÜ�ù ïñßùí âáñþí �ùí óõíáñ�Þóåùí, åíþ ç ìÝèïäïò äåí åããõÜ�áé åëá÷éó�ü�ç�á.ÅðéðëÝïí, äåí åßíáé ãíùó�ü ó�ï óõããñáöÝá Üëëç äçìïóéåõìÝíç åñãáóßá ç ïðïßáðáñïõóéÜæåé áðï�åëÝóìá�á ãéá óõíáñ�Þóåéò ðåñéóóü�åñùí �ùí 9 ìå�áâëç�þí.
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Ó÷Þìá 6.2: ÅëÜ÷éó�ïé, ìÝóïé êáé ìÝãéó�ïé ÷ñüíïé åê�Ýëåóçò óõíáñ�ÞóåùíâÜñïõò �ï ðïëý åð�Ü
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6.2 Óõíáñ�Þóåéò âÜñïõò �ï ðïëý äþäåêá�åñéóóü�åñåò áðü 1000 �õ÷áßåò óõíáñ�Þóåéò 5 ≤ n ≤ 20 ìå�áâëç�þí êáé 5 ≤m ≤ 15 åëá÷éó�üñùí äçìéïõñãÞèçêáí ãéá �çí áíÜëõóç �çò áðüäïóçò �ïõ áëãüñéèìïõåðß óõíáñ�Þóåùí âÜñïõò �ï ðïëý äþäåêá.Ìå �çí áíÜãêç äçìéïõñãßáò ìç åëÜ÷éó�ùí åíäéÜìåóùí åêöñÜóåùí ESOP, �ïðñüâëçìá �çò åëá÷éó�ïðïßçóçò åìöáíßæå�áé äõóêïëü�åñï. �áñá�çñåß�áé åêèå�éêÞáýîçóç �ïõ ÷ñüíïõ óõíáñ�Þóåé �ïõ ðëÞèïõò �ùí ìå�áâëç�þí, ãéá �çí ïðïßá åßíáé åíìÝñåé õðåýèõíç êáé ç åðéëå÷èåßóá áíáðáñÜó�áóç êýâùí. Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáéêõñßùò åõáßóèç�ïò ó�ï âÜñïò �çò óõíÜñ�çóçò ðñïò åëá÷éó�ïðïßçóç.¼�áí äåí åßíáé áðáñáß�ç�ç ç äçìéïõñãßá 1{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí, �ü�å ïé ÷ñü-íïé åê�Ýëåóçò åßíáé �çò �Üîçò �ùí ìåñéêþí äåêÜäùí ms. Äéáöïñå�éêÜ, ïé �õðéêïß÷ñüíïé åê�Ýëåóçò åßíáé �çò �Üîçò �ùí ìåñéêþí äåêÜäùí äåõ�åñïëÝð�ùí. �áñá�ç-ñïýìå ü�é óå óðÜíéåò ðåñéð�þóåéò üðïõ åßíáé áðáñáß�ç�ïò ï õðïëïãéóìüò ðïëëþí
1{éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ìðïñåß íá îåðåñÜóåé �á 1000 äåõ�å-ñüëåð�á.Ôá ðåéñáìá�éêÜ äåäïìÝíá ãéá óõíáñ�Þóåéò âÜñïõò �ï ðïëý äþäåêá äßäïí�áé ó�ïó÷Þìá 6.3. Ï áëãüñéèìïò åðé�á÷ýíå�áé óçìáí�éêÜ ü�áí æç�åß�áé ï õðïëïãéóìüò õðï-óõíáñ�Þóåùí ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ðñïûðïëïãéó�åß. ÅðéðëÝïí, äåí åßíáé åõáßóèç�ïò, áëëÜïý�å êáé ãñçãïñü�åñïò êá�Ü �çí åëá÷éó�ïðïßçóç óõãêåêñéìÝíùí �õðéêþí êá�çãï-ñéþí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí, üðùò ïé óõììå�ñéêÝò óõíáñ�Þóåéò.Ôá âÜñç óõíáñ�Þóåùí ðÝí�å êáé Ýîé ìå�áâëç�þí åßíáé �ï ðïëý 9 êáé 15 áí�ß-ó�ïé÷á. Ó�ï óçìåßï áõ�ü, áíáëýïõìå îå÷ùñéó�Ü �éò äýï áõ�Ýò óçìáí�éêÝò ðåñéð�þ-óåéò.
6.2.1 Óõíáñ�Þóåéò ðÝí�å ìå�áâëç�þíÏ áëãüñéèìïò åßíáé éäéáß�åñá áðïäï�éêüò ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ùí ðÝí�å ìå�á-âëç�þí. ÓõãêåêñéìÝíá êá�áóêåõÜó�çêáí êáé åëá÷éó�ïðïéÞèçêáí ïé äõóêïëü�åñåòóõíáñ�Þóåéò ðÝí�å ìå�áâëç�þí, ìå âÜñïò 9. Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõÞ�áí êá�Ü ìÝóï üñï 15 ms. �áñá�çñïýìå ü�é ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé óáöþòìéêñü�åñïò ãéá åõêïëü�åñåò óõíáñ�Þóåéò, ìéêñü�åñïõ âÜñïõò.
6.2.2 Óõíáñ�Þóåéò Ýîé ìå�áâëç�þíÏ áëãüñéèìïò åßíáé åðßóçò éäéáß�åñá áðïäï�éêüò ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ùí Ýîé ìå-�áâëç�þí. Óå óõíáñ�Þóåéò üðïõ äåí áðáé�åß�áé õðïëïãéóìüò 1{éóïäýíáìùí åêöñÜ-óåùí, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé �çò �Üîçò �ùí ìåñéêþí äåêÜ�ùí �ïõ äåõ�åñïëÝð�ïõ.�åíéêÜ, ãéá óõíáñ�Þóåéò Ýîé ìå�áâëç�þí ìåãáëý�åñïõ âÜñïõò, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçòåßíáé �çò �Üîçò �ùí ìåñéêþí äåêÜäùí äåõ�åñïëÝð�ùí.�éá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñ�çóç f = 0x6bbdbdd6bdd6d66b åëá÷éó�ïðïéåß�áé óå÷ñüíï ëéãü�åñï �ùí 50 äåõ�åñïëÝð�ùí.Èõìßæïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç f Ý÷åé âÜñïò 15, �ï ìåãáëý�åñï äõíá�ü ãéá óõíáñ-�Þóåéò Ýîé ìå�áâëç�þí. Åßíáé äå ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ óõíÜñ�çóç �çò ìïíáäéêÞò LP
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Ó÷Þìá 6.3: ÅëÜ÷éó�ïé, ìÝóïé êáé ìÝãéó�ïé ÷ñüíïé åê�Ýëåóçò óõíáñ�Þóåùí �ïðïëý äåêáðÝí�å áñ÷éêþí åëá÷éó�üñùí
êëÜóçò éóïäõíáìßáò ãéá n = 6, m = 15 ( [Gai02℄ ) êáé åðïìÝíùò èåùñåß�áé áðü �éòäõóêïëü�åñåò óõíáñ�Þóåéò Ýîé ìå�áâëç�þí.
6.3 Óõíáñ�Þóåéò ðïëëáðëþí åîüäùíÇ áðüäïóç �ïõ áëãüñéèìïõ áêñéâïýò MVESOP åëá÷éó�ïðïßçóçò ìå�ñÞèçêå óåóýíïëá 100 �õ÷áßùí óõíáñ�Þóåùí n ìå�áâëç�þí, m åîüäùí, üðïõ n ∈ [5::15];m ∈
[1; 4; 8]. Ôá áðï�åëÝóìá�á óõëëÝ÷èçóáí óå Ýíá 32-bit Linux óýó�çìá Athlon 1.8GHzìå 768MB DDR ìíÞìçò êáé áðåéêïíßæïí�áé ó�ïõò �ßíáêåò 6.1 êáé 6.3.Ï �ßíáêáò 6.1 äåß÷íåé �çí áðüäïóç óå óõíáñ�Þóåéò ìßáò åîüäïõ. Ôá áðï�åëÝ-óìá�á áí�éó�ïé÷ïýí ó�ï ÷ñüíï ï ïðïßïò ÷ñåéÜó�çêå ãéá �ïí åí�ïðéóìü ìßáò áêñéâïýòÝêöñáóçò Þ íá åí�ïðéó�åß ü�é �ï âÜñïò �çò óõíÜñ�çóçò åßíáé ìåãáëý�åñï áðü åð�Ü.
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�ßíáêáò 6.1: ×ñüíïé åê�Ýëåóçò ãéá Óõíáñ�Þóåéò Ìßáò Åîüäïõ�ëÞèïò ÌÝóïò ×ñüíïò (äåõ�åñüëåð�á)Åéóüäùí Ôõ÷áßåò w(f) < 65 0.004 0.0036 0.30 0.0047 2.81 0.0088 4.14 0.0169 7.95 0.03910 11.01 0.04811 19.16 0.07612 32.58 0.11213 53.17 0.21414 77.36 0.27915 95.99 0.418

�ßíáêáò 6.2: Óýãêñéóç ×ñüíùí Åê�Ýëåóçò ìå �ïí Exor
ism4 [MP01℄ÓõíÜñ�çóç Êýâïé ×ñüíïò Åê�Ýëåóçò (ms)QuiXOR Exor
ism4 QuiXOR Exor
ism49sym 51 52 481
lip:1 16 16 29 105
lip:2 18 18 30 91
lip:3 21 21 32 43
lip:4 27 27 67 65
lip:5 15 15 31 41t481 13 13 34 46life 46 47 4962xor5 5 5 30 34ryy6 40 40 29 30
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�ßíáêáò 6.3: ×ñüíïé Åê�Ýëåóçò ãéá Ôõ÷áßåò Óõíáñ�Þóåéò 4 êáé 8 Åîüäùí�ëÞèïò ÌÝóïò ×ñüíïò (äåõ�åñüëåð�á)Åéóüäùí 4 Ýîïäïé 8 Ýîïäïé5 0.20 6.046 1.86 7.257 5.31 8.098 6.15 12.929 9.37 15.1010 10.84 24.80
ÄçìéïõñãÞèçêáí äýï óýíïëá óõíáñ�Þóåùí. Ôï ðñþ�ï áðï�åëåß�áé áðü �õ÷áßåòóõíáñ�Þóåéò áíáöïñéêÜ ìå �ï âÜñïò �ïõò, åíþ �ï äåý�åñï åðï�åëåß�áé áðü óõíáñ-�Þóåéò �ùí ïðïßùí �ï âÜñïò åßíáé ðÜí�ï�å ìéêñü�åñï áðü Ýîé, þó�å íá åîå�áó�åß çáðüäïóç �ïõ áëãüñéèìïõ ùò ìå�áó÷çìá�éóìüò êýâùí ãéá �çí åõñéó�éêÞ ðñïóÝããéóç.Ï �ßíáêáò 6.3 ðáñïõóéÜæåé �ïõò ÷ñüíïõò åê�Ýëåóçò ãéá óõíáñ�Þóåéò �åóóÜñùí êáéïê�þ åîüäùí áí�ßó�ïé÷á.

6.4 Åõñéó�éêüò áëãüñéèìïòÇ áðüäïóç �ïõ ðñï�åéíüìåíïõ áëãüñéèìïõ QuiXOR óõãêñßíå�áé ìå áõ�Ýò �ùíEXMIN2 [Sas93
℄, MINT [Koz96℄ êáé Exor
ism4 [MP01℄. Ôá áðï�åëÝóìá�á ó÷å-�éêÜ ìå �çí [Koz96℄ ðñïêýð�ïõí áðü �çí [MP01℄, åíþ �á áðï�åëÝóìá�á ó÷å�éêÜìå �ï Exor
ism4 ðñïêýð�ïõí áðü õëïðïßçóç äéá�éèÝìåíç áðü �ïõò óõããñáöåßò �ïõ,ìå ðáñÜìå�ñï ðïéü�ç�áò ßóç ìå 1000. Ôï ìÝãéó�ï ðëÞèïò ðëÞèïò åðáíáëÞøåùí �ïõQuiXOR äåí îåðåñíÜ �éò 10000. Ôá ìåãÝèç êáé ðëÞèç �ùí literals �ùí êáëõììÜ�ùíáðåéêïíßæïí�áé ó�ïí �ßíáêá 6.4.�áñá�çñåß�áé ü�é �á ìåãÝèç �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí åßíáé óå êÜèå ðåñßð�ùóç ßäéáÞ êáëý�åñá áðü �ï êáëý�åñï áðï�Ýëåóìá üëùí �ùí ðñïçãïýìåíùí ðñï�åéíüìåíùíëýóåùí. ÅéäéêÜ ãéá �éò óõíáñ�Þóåéò 
on1, misex1, rd53 êáé sqrt8, åßíáé ãíùó�ü ü�é�á âÜñç ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �ïí Exor
ism4 êáé �ïí QuiXOR åßíáé áêñéâÞ [HSN03℄.Ïé ÷ñüíïé åê�Ýëåóçò �üóï �ïõ QuiXOR, üóï êáé �ïõ Exor
ism4 åßíáé �õðéêÜ�çò �Üîçò �ùí ìåñéêþí äåêÜäùí ms, åðïìÝíùò äåí åßíáé �üóï óçìáí�éêïß üóï ó�çíðåñßð�ùóç �çò áêñéâïýò åëá÷éó�ïðïßçóçò üðïõ êá�Ý÷ïõí ðñù�áñ÷éêü ÷áñáê�Þñá.Ó�ïí ðßíáêá 6.2 áðåéêïíßæïí�áé ïé ÷ñüíïé åê�Ýëåóçò ìåñéêþí áí�éðñïóùðåõ�éêþíóõíáñ�Þóåùí. ÁíáöÝñïõìå ü�é äßäïí�áé ïé ÷ñüíïé �ïõ áëãüñéèìïõ Exor
ism4 ãéá�éò ðåñéð�þóåéò ðïõ êá�áöÝñíåé íá åí�ïðßóåé êÜëõììá ßäéïõ âÜñïõò ìå áõ�ü �ïõðñï�åéíüìåíïõ áëãüñéèìïõ.Ç áðüäïóç �ïõ ðñï�åéíüìåíïõ áëãüñéèìïõ óõãêñßíå�áé ìå �ïí áëãüñéèìï Exor-
ism4 êáé óå �õ÷áßåò óõíáñ�Þóåéò. Ôá áðï�åëÝóìá�á áðåéêïíßæïí�áé ó�ïí ðßíáêá6.5.
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�ßíáêáò 6.4: Óýãêñéóç ìå EXMIN2 [Sas93
℄, MINT [Koz96℄ êáé Exor
ism4 [MP01℄ÓõíÜñ�çóç Êýâïé Literalsüíïìá åßóïäïé Ýîïäïé EXMIN2 MINT Exor
ism4 QuiXOR EXMIN2 MINT Exor
ism4 QuiXOR5xp1 7 10 34 32 31 31 186 181 115 1139sym 9 1 53 51 52 51 433 427 380 374bw 5 28 · · 22 22 · · 72 65
lip 9 5 68 64 64 62 517 492 368 358
on1 7 2 · · 9 9 · · 28 28ex5p 8 63 · · 71 62 · · 366 364in
 7 9 · · 27 27 · · 120 119misex1 8 7 · · 12 12 · · 48 46rd53 5 3 15 15 14 14 60 69 39 39rd73 7 3 42 36 35 35 221 194 133 133rd84 8 4 59 54 58 54 330 303 257 240sao2 10 4 29 27 28 27 308 311 230 224sqrt8 8 4 · · 17 17 · · 62 61squar5 5 8 · · 18 18 · · 49 50
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ÌÝóïò ¼ñïò Êýâùí ÌÝóïò ¼ñïò Êýâùí ÌÝóïò ¼ñïò Êýâùín Áñ÷éêü ÊÜëõììá QuiXOR Exor
ism45 5.72 5.08 5.086 10.76 8.60 8.647 18.88 13.88 14.008 37.16 25.40 25.769 77.20 51.16 51.56
�ßíáêáò 6.5: Óýãêñéóç ìå �ïí Exor
ism4 óå �õ÷áßåò óõíáñ�Þóåéò
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ÊåöÜëáéï 7
Ìåëëïí�éêÝò Åðåê�Üóåéò

I love deadlines. I like the whooshing sound theymake as they 
y by! Douglas Adams
Áí�ß åðéëüãïõ, ðáñáèÝ�ïõìå ìåñéêÜ åíäéáöÝñïí�á åñù�Þìá�á ðïõ ðñïêýð�ïõíáðü �çí èåùñç�éêÞ êáé åìðåéñéêÞ ìåëÝ�ç �ùí åêöñÜóåùí ESOP, êáèþò êáé ìåëëï-í�éêÝò åñåõíç�éêÝò êá�åõèýíóåéò ðïõ ðñïêýð�ïõí ùò öõóéêÞ óõíÝ÷åéá �çò ðáñïýóáòäéá�ñéâÞò.�áñá�çñïýìå ðåéñáìá�éêÜ ü�é ïé ÷ñüíïé åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ áêñéâïýòMVESOP åëá÷éó�ïðïßçóçò áõîÜíïõí üóï áõîÜíåé ï âáèìüò �ùí áðáñáß�ç�ùí k {éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí ó�éò åíäéÜìåóåò ðáñáãüìåíåò óõíáñ�Þóåéò. Ìßá åíäéáöÝ-ñïõóá åðïìÝíùò åñþ�çóç, åßíáé êá�Ü ðüóï ç áð' åõèåßáò ðáñáãùãÞ k { éóïäýíáìùíåêöñÜóåùí ìðïñåß í' áðïöåõ÷èåß. Õðü áõ�ü �ï ðñßóìá, èá Þ�áí åîáéñå�éêÜ ÷ñÞóéìïòï åí�ïðéóìüò åíüò êÜ�ù ïñßïõ ó�ï ðëÞèïò �ùí êïéíþí êýâùí ìå�áîý ìßáò áêñéâïýòêáé ìßáò k{éóïäýíáìçò Ýêöñáóçò ìßáò óõíÜñ�çóçò f .Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é êÜðïéï �Ý�ïéï üñéï èá ðñÝðåé íá åîáñ�Ü�áé áðï �üâÜñïò w(f) êá�Ü êÜðïéï �ñüðï, ãéá íá åßíáé áëãïñéèìéêÜ áîéïðïéÞóéìï. �éá ðá-ñÜäåéãìá, ïé åêöñÜóåéò x êáé x̄ ⊕ 1 äåí Ý÷ïõí êïéíïýò üñïõò. Ï åí�ïðéóìüò åíüò�Ý�ïéïõ ïñßïõ ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå �Ý�ïéï èåùñç�éêü öïñìáëéóìü üðïõ ç áíÜãêçãéá éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò ðåñéïñßæå�áé óçìáí�éêÜ.Åßíáé ãíùó�ü ü�é �ï Üíù üñéï ó�ï ðëÞèïò êýâùí ãéá óõíáñ�Þóåéò åð�Ü ìå�áâëç-�þí åßíáé 29. Ôï üñéï áõ�ü üìùò äåí åßíáé áðïäåäåéãìÝíá áêñéâÝò. Ìßá óõììå�ñßáó�ï âÜñïò �ùí õðïóõíáñ�Þóåùí êáé ó�ïõò áðáñáß�ç�ïõò âáèìïýò éóïäõíáìßáò ãéá�á Üíù üñéá �ùí óõíáñ�Þóåùí 3, 4, 5 êáé 6 ìå�áâëç�þí, ìáò ïäçãåß ó�çí ðáñáêÜ�ùåéêáóßá:Åéêáóßá: Ôï Üíù üñéï ó�ï âÜñïò �ùí óõíáñ�Þóåùí 7 åéóüäùí åßíáé �ï ðïëý 27.ÓõãêåêñéìÝíá, ðáñá�çñïýìå ü�é ãéá �éò ðåñéð�þóåéò n = 3; 4; 5; 6, ïé óõíáñ�Þóåéò
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ìÝãéó�ïõ âÜñïõò, m = 3; 6; 9; 15 ìðïñïýí íá åßíáé �çò ìïñöÞòx1F ⊕ x̄1G⊕H (7.1)üðïõ w(F ) = w(G) = w(H). ÔÝ�ïéá ðåñßð�ùóç äåí õðÜñ÷åé ãéá �ï óõíäõáóìün = 7;m = 29. ÅðéðëÝïí, �ï ìÝãéó�ï âÜñïò ãéá üëåò �éò ìç-�å�ñéììÝíåò óõíáñ�Þóåéò(n > 2) åßíáé ðïëëáðëÜóéï �ïõ 3.Ìßá åðßóçò åíäéáöÝñïõóá ðáñá�Þñçóç åßíáé ç áêüëïõèç. Ç áêïëïõèßá �ùí áðïäå-äåéãìÝíá ìÝãéó�ùí âáñþí, äçëáäÞ �á âÜñç �ùí ðåñéð�þóåùí n = 3; 4; 5; 6, áêïëïõèåß�ï �ñéðëÜóéï �çò áêïëïõèßáò Fibona

i êáé ðéü óõãêåêñéìÝíá, �á âÜñç �ùí F;G;H�çò (7.1) áêïëïõèïýí åðáêñéâþò �çí áêïëïõèßá Fibona

i.Ç ãåíßêåõóç �çò ðáñáðÜíù ðáñá�Þñçóçò óõíåðÜãå�áé ü�é �ï âÜñïò �ùí óõíáñ-�Þóåùí 7 ìå�áâëç�þí åßíáé �ï ðïëý 24 (èõìßæïõìå ü�é �ï áí�ßó�ïé÷ï Üíù üñéï ãéáåêöñÜóåéò SOP åßíáé 64) êáé ãåíéêü�åñá, �ï åêðëçê�éêü Üíù üñéï m = 3 · ⌊ �n√

5
⌋,üðïõ � åßíáé ï ÷ñõóüò ëüãïò.Ó÷å�éêÜ ìå �ïí ðñï�åéíüìåíï åõñéó�éêü áëãüñéèìï, õðïèÝ�ïõìå ðùò ìßá ðåñéó-óü�åñï Ýîõðíç äéáäéêáóßá åðéëïãÞò êýâùí ó�ïõò ïðïßïõò åöáñìüæå�áé ç MV-FM(f,apply) åßíáé ðéèáíü íá ïäçãÞóåé óå ìéêñü�åñïõò ÷ñüíïõò åê�Ýëåóçò.ÄåäïìÝíïõ ü�é ïé ÷ñüíïé åê�Ýëåóçò åßíáé Þäç áñêå�Ü ÷áìçëïß, äåí Ýãéíå éäéáß-�åñç ðñïóðÜèåéá êá�áóêåõÞò åîõðíü�åñùí åõñéó�éêþí ìç÷áíéóìþí åðéëïãÞò êýâùí.�éó�åýïõìå ðùò åßíáé ëéãü�åñï ðéèáíü, áëëÜ ü÷é �åëåßùò áðßèáíï, ç óõãêåêñéìÝíçäéáäéêáóßá íá ïäçãÞóåé êáé óå åõñéó�éêü áëãüñéèìï êáëý�åñçò ðïéü�ç�áò.Ó�çí ðáñïýóá äéá�ñéâÞ äçìéïõñãÞóáìå �ï èåùñç�éêü õðüâáèñï ãéá �çí åëá÷é-ó�ïðïßçóç ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí. ¸ðåé�á ãåíéêåýóáìå �ç èåùñßá óå óõíáñ�Þóåéòðïëëáðëþí åîüäùí êáé óå óõíáñ�Þóåéò ìå ðïëý�éìåò ìå�áâëç�Ýò. Ç öõóéêü�åñç åðï-ìÝíùò óõíÝ÷åéá åßíáé ç ãåíßêåõóç óå óõíáñ�Þóåéò ìå áäéÜöïñïõò üñïõò (Don't CareTerms,) êáèþò êáé ç ãåíßêåõóç óå ëïãéêÝò ó÷Ýóåéò (Relations.)ÔÝëïò, åßíáé éäéáß�åñá åíäéáöÝñïí íá ìåëå�çèåß êá�Ü ðüóï �á áðï�åëÝóìá�á �çòðáñïýóáò äéá�ñéâÞò ìðïñïýí íá åðåê�áèïýí êáé óå ãåíéêü�åñåò ëïãéêÝò åêöñÜóåéòìå ðýëåò XOR. Ìßá �Ý�ïéá åðÝê�áóç óêéáãñáöåß�áé ó�ï ðñþ�ï ðáñÜñ�çìá.



�áñÜñ�çìá Á
Maitra Cas
ades

�áñáäïóéáêÜ, êõñßùò ãéá ëüãïõò õëïðïßçóçò, ïé äéåðßðåäåò åêöñÜóåéò ëïãéêþíðáñáó�Üóåùí ÷ñçóéìïðïéïýí �ï ðïëý äýï �ýðïõò ðõëþí. ¸�óé ïé AND-OR åêöñÜ-óåéò ÷ñçóéìïðïéïýí ðýëåò AND ó�ï ðñþ�ï åðßðåäï êáé Ýíáí OR óõëëÝê�ç ó�ï äåý-�åñï1, åíþ ïé åêöñÜóåéò ESOP ÷ñçóéìïðïéïýí Ýíáí XOR óõëëÝê�ç ó�ï äåý�åñïåðßðåäï.Óå áñ÷é�åê�ïíéêÝò üðïõ �ï êüó�ïò õëïðïßçóçò �ùí ðõëþí åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõ�ýðïõ �ïõò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá åßíáé ïé FPGAs2, öïñìáëéóìïß ïé ïðïßïé ÷ñçóéìï-ðïéïýí ðåñéóóü�åñïõò áðü äýï �ýðïõò ðõëþí åßíáé äõíá�ü íá ïäçãÞóïõí óå ðõêíü-�åñåò õëïðïéÞóåéò êáé åðïìÝíùò ç ìåëÝ�ç �ïõò åßíáé åíäéáöÝñïõóá. ¸íáò �Ý�ïéïòöïñìáëéóìüò, �á Maitra Cas
ades, óêéáãñáöåß�áé ó' áõ�ü �ï ðáñÜñ�çìá.¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f = [41486392] Þf = x̄1x̄2x3 ⊕ x̄1x̄4x5 ⊕ x1x̄2x̄3x4x5 ⊕ x2x̄3x̄4x̄5 ⊕ x3x4x̄5Ó�ï ó÷Þìá Á.1 ðáñïõóéÜæïõìå ìßá ðéèáíÞ õëïðïßçóç �çò f . ÊÜèå êýâïò õëï-ðïéåß�áé áðü ìßá ó�Þëç êõøåëþí, üðïõ êÜèå êõøÝëç õëïðïéåß ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóçgi äýï åéóüäùí, ìßáò åîüäïõ, êáé g1(y1; y2) = y1y2, g2(y1; y2) = ȳ1y2, g3(y1; y2) = y2.�áñá�çñïýìå åðïìÝíùò ü�é êÜèå êõøÝëç õëïðïéåß ìßá ðýëç AND äýï åéóüäùí Þ áðëÜìå�áöÝñåé �ï áðï�Ýëåóìá �çò ðñïçãïýìåíçò êõøÝëçò ó�çí åðüìåíç.Óçìåéþíïõìå åðßóçò ü�é, åéäéêÜ ãéá �çí ðåñßð�ùóç �çò óýíèåóçò óå FPGAs, üðïõêÜèå êõøÝëç óõíÞèùò õëïðïéåß óõíáñ�Þóåéò k åéóüäùí, ìßáò åîüäïõ3, åßíáé äõíá�üíá óõã÷ùíåýóïõìå k − 1 äéáäï÷éêÝò êõøÝëåò óå ìßá \õðåñêõøÝëç".Ôá Maitra Cas
ades [Mai62℄ åßíáé äïìÝò ðáñáðëÞóéåò áõ�Þò �ïõ ó÷Þìá�ïò Á.1,üðïõ üìùò ç êÜèå êõøÝëç åßíáé äõíá�ü íá õëïðïéÞóåé ïðïéáäÞðï�å áðü �éò 16 äõíá�ÝòëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò 2 åéóüäùí, ìßáò åîüäïõ. ÊÜèå ó�Þëç êõøåëþí ïíïìÜæå�áéMaitra êýâïò Þ \óýíèå�ïò" êýâïò.1ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á, áñêïýí êáé ìüíï ðýëåò NAND2Field{Programmable Gate Arrays3�õðéêÜ, k = 4
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x1

x2

x3

x4

x5

f0

1 1 1 1 1

Ó÷Þìá Á.1: Ç óõíÜñ�çóç [41486392] óå Cas
ade õëïðïßçóç
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0

0 0 0 0

Ó÷Þìá Á.2: �åíéêÞ ìïñöÞ åíüò Maitra Cas
ade
Ôï ðñüâëçìá �çò åëá÷éó�ïðïßçóçò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí óå Maitra Cas
adesÝãêåé�áé ó�ïí åí�ïðéóìü åíüò Cas
ade ìå üóï �ï äõíá�ü ëéãü�åñïõò óýíèå�ïõò êý-âïõò. Ôï âÜñïò w(f) ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí óýíèå�ùí êýâùíó�çí åëÜ÷éó�ç Maitra Cas
ade Ýêöñáóç. Óáöþò, óå åðßðåäï öïñìáëéóìïý ïé åêöñÜ-óåéò ESOP åßíáé õðïðåñßð�ùóç �ùí Maitra Cas
ades. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ åíüò MaitraCas
ade äßäå�áé ó�ï ó÷Þìá Á.2.Ç ìåëÝ�ç �ùí Maitra Cas
ades Ý÷åé åîáéñå�éêü åíäéáöÝñïí, êáé åßíáé äõíá�ü í'áðï�åëÝóåé áõ�ï�åëÝò èÝìá äéá�ñéâÞò. Åäþ ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí åõñéó�éêü áëãüñéèìïó�ï ðíåýìá �ïõ ðñï�åéíüìåíïõ åõñéó�éêïý ESOP áëãüñéèìïõ. Ôá óõìðåñÜóìá�á ðïõðñïêýð�ïõí áðü �çí ðåéñáìá�éêÞ ìåëÝ�ç �ïõ åßíáé éäéáß�åñá åíèáññõí�éêÜ.

Á.1 Èåùñßá�áñáèÝ�ïõìå, ÷ùñßò áðüäåéîç, �ï ðáñáêÜ�ù ó÷å�éêü ìå Maitra Cas
ades èåþ-ñçìá. Áíáëõ�éêü�åñç ðáñïõóßáóç �çò èåùñßáò âñßóêå�áé ó�çí [VSP05℄.Èåþñçìá 14. ÔïõëÜ÷éó�ï ìßá åëÜ÷éó�ç Maitra Cas
ade Ýêöñáóç ëïãéêÞò óõíÜñ-�çóçò f ðñïêýð�åé Üìåóá áðü �éò åëÜ÷éó�åò åêöñÜóåéò �ùí õðïóõíáñ�Þóåþí �çòf0; f1; f2.
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Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá åßíáé �ï áí�ßó�ïé÷ï �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2 ãéá �çí ðåñßð�ùóç�ùí åêöñÜóåùí ESOP. ¼ðùò êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ QuiXOR, ÷ñçóéìïðïéåß�áéó�çí êá�áóêåõÞ åíüò ìå�áó÷çìá�éóìïý óýíèå�ùí êýâùí, ï ïðïßïò åöáñìüæå�áé åðá-íáëçð�éêÜ óå Ýíá áñ÷éêü êÜëëõìá C óýíèå�ùí êýâùí �çò f .Åö' üóïí ìßá ESOP Ýêöñáóç åßíáé åî' ïñéóìïý ìßá Maitra Cas
ade Ýêöñáóç,ùò áñ÷éêü êÜëëõìá C ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï áðï�Ýëåóìá �ïõ QuiXOR åðß �çò f .

Á.2 �åéñáìá�éêÜ Áðï�åëÝóìá�áÓõãêñßíïõìå �çí áðüäïóç �ïõ ðñï�åéíüìåíïõ åõñéó�éêïý áëãüñéèìïõ ìå áí�ß-ó�ïé÷ïõò áëãüñéèìïõò �çò âéâëéïãñáößáò. Ó�ïí ðßíáêá Á.1, óõãêñßíïõìå �ïí ðñï-�åéíüìåíï áëãüñéèìï ìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ [LD98℄, ï ïðïßïò åðßóçò õëïðïéÞèçêå ãéá�éò áíÜãêåò �éò óýãêñéóçò.Ï ðñï�åéíüìåíïò áëãüñéèìïò åöáñìüæå�áé ìüíï óå óõíáñ�Þóåéò ìßáò åîüäïõ êáéåê�åëåß�áé ãéá �ï ðïëý 10000 åðáíáëÞøåéò. �áñá�çñïýìå ü�é ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç,�ï áðï�Ýëåóìá �ïõ áëãüñéèìïõ åßíáé êáëý�åñï Þ ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, ßäéï óõ-ãêñé�éêÜ ìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ [LD98℄.Ó�ïí ðßíáêá Á.2 óõãêñßíïõìå �ïí ðñï�åéíüìåíï áëãüñéèìï ìå �ïõò áëãüñéèìïõò�ùí [LD98℄ êáé [SP98℄ åðß �ùí óõíáñ�Þóåùí t481 êáé 9sym. Êáé ó' áõ�Þ �çí ðåñß-ð�ùóç �á áðï�åëÝóìá�á åßíáé áíþ�åñá. Ôï ðëÞèïò �ùí åðáíáëÞøåùí �ïõ áëãüñéèìïõåßíáé �ï ðïëý 50000.ÔÝëïò, ï ðñï�åéíüìåíïò áëãüñéèìïò õðåñ�åñåß óå ó÷Ýóç ìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ[LD98℄ êáé óå �õ÷áßåò óõíáñ�Þóåéò. ÓõãêåêñéìÝíá, óå 360 �õ÷áßåò óõíáñ�Þóåéò 5ùò 12 ìå�áâëç�þí êáé âÜñïõò �ï ðïëý 16, �ï ìÝóï âÜñïò �ïõ [LD98℄ åßíáé 7.729 åíþ�ï ìÝóï âÜñïò �ïõ ðñï�åéíüìåíïõ áëãüñéèìïõ åßíáé 7.425.
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�ßíáêáò Á.1: Óýãêñéóç �ïéü�ç�áò Áðï�åëåóìÜ�ùí ìå �ïí [LD98℄ÓõíÜñ�çóç Óýíèå�ïé ÊýâïéMaitraMin Leerd53:1 4 4rd53:2 1 1rd53:3 4 4rd73:1 6 6rd73:2 1 1rd73:3 12 20rd84:1 7 7rd84:2 1 1rd84:3 1 1rd84:4 23 29misex:1 2 2misex:2 4 4misex:3 5 5misex:4 4 4misex:5 2 2misex:6 4 4misex:7 4 4sao2:1 10 11sao2:2 12 18sao2:3 12 14sao2:4 11 13

ÓõíÜñ�çóç Óýíèå�ïé ÊýâïéMaitraMin Lee5xp1:1 5 65xp1:2 9 125xp1:3 7 85xp1:4 6 75xp1:5 3 45xp1:6 2 25xp1:7 1 15xp1:8 1 15xp1:9 1 15xp1:10 3 3in
:1 5 5in
:2 6 6in
:3 6 7in
:4 9 10in
:5 5 5in
:6 2 2in
:7 2 2in
:8 4 4in
:9 1 1
on1:1 5 5
on1:2 4 4

�ßíáêáò Á.2: Óýãêñéóç �ïéü�ç�áò Áðï�åëåóìÜ�ùí ìå �ïõò [LD98℄ êáé [SP98℄ÓõíÜñ�çóç Óýíèå�ïé ÊýâïéESOP MaitraMin Lee [LD98℄ Mini
t [SP98℄t481 13 10 10 129sym 51 34 · 45
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Cube : Êýâïò (âë. Produt Term)Produ
t Term : �éíïìåíüñïòMinterm : Åëá÷éó�üñïòLiteral : äéðëÝ�á {ìå�áâëç�Þ, õðïóýíïëï �éìþí} (âë. Ïñéóìü 1)SOP : Üèñïéóìá ãéíïìÝíùíESOP : áðïêëåéó�éêü ¹ Üèñïéóìá ãéíïìÝíùíMVESOP : ESOP ðïëý�éìùí ìå�áâëç�þíExa
t Minimization : ÁêñéâÞò Åëá÷éó�ïðïßçóçHeuristi
 Minimization : Åõñéó�éêÞ Åëá÷éó�ïðïßçóçCovering Fun
tion : ÓõíÜñ�çóç ÅðéêÜëõøçòChara
teristi
 Fun
tion : ×áñáê�çñéó�éêÞ ÓõíÜñ�çóçEquivalen
e Class : ÊëÜóç Éóïäõíáìßáò
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